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1

YBOI

[Ipoctu 6pojeBu cy pacnuHUPAJIE MaTeMaTHIape OTKaJl ce 3HaJI0 3a muX. Heka
OCHOBHA CBOjCTBa IPOCTHX OpojeBa OTKPUJIM CY M JoKazaJu jour crapu I'pmu. Taj,
HaWU3IJIe)[ HACYMUYaH, HU3 LPUPOJHUX OpojeBa MIIAK MCIIO/baBa HEKa CBOJCTBA KOja
Cy HEOUEKHMBAHA 3a HACYMUYHE HU30BE. 1aj HU3 MPOCTHX OpOojeBa 3allpaBO CaJIPIKU
MHOIIITBO IIPaBUJIHOCTH. Te IpPaBUJIHOCTHU HI/Ije TOJHUKO TEITKO YOUYUTHU KOJIHUKO HUX je
TeIKO JI0Ka3aTu. MHora TakBa CBOjCTBa IIPOCTUX OPOjeBa MIPOBEPEHO BazKe 3a IPBUX
HEKOJUKO OWJIWjap/u W BUIEe NPUPOJHUX OpojeBa m 300r TOTa je CYIYA0 BEPOBATH
J1a He Bazke 3a CcBe OpojeBe, aJiM, BehmHa TUX CBOjCTaBa jOII yBEK HUCY JTOKA3aHA.
Hajnozunaruja cy yerupu npobjiema koja je 3anucao Jlammay. To cy lonadaxosa
xXuroresa, JlexkaHpoBa XuoTes3a, MocTojame 6eCKOHAYHO MHOTO OpojeBa OJim3aHana
1 TIOCTOjarbe GECKOHATHO MHOTO MPOCTHX Gpojesa obiauka n’ + 1. Hujeman on mux
HUje pellleH. Jenan Takap mpobJieM KOju JIyTo BpeMeHa HUuHje OHO PellleH je TeopemMa
o aucTpubynuju mpoctux 6Gpojesa (KWin mpocTo TeopemMa o IPOCTHM GPOjeBUMA):

Teopema o guctpubynmju npoctux 6pojesa. Heka 7(z) : R — IN o3nauasa
Opoj mpocTux 6pojesa He Behux ox x. Kaga r — 400, BayKu aCUMIITOTCKA, je THAKOCT

X
W(I) NE

(6udemu ocrosne nojmose 3a cumbor ~)

Meby npBuma koju cy yBugenu to, ouiu cy Jlexxkanap u Layc. Jlexxanap je 1797.
win 1798. ropuie mpernoctaBuo Ja m(x) MOZKe Ja ce anmpoKCHuMUpa (byHKIHjOM

X

™) ® e T B

layc je y cBojoj 15. wmum 16. romunm obparuo mazKiby HA OBY JUCTPUOYLU]Y U
nocMmarpajyhu rycruny mpoctux Opojesa y maTepBajinma ayzxune 1000 npumerno



2 1. V¥VBogxg

Jla OHA Omaja OTHpUIrKe Kao 1/Inx mro ra je 10Beso 10 anmpoKcuMaIimje

r(z) ~ Li(z) = / s

, Int

npuxie je xacumje, 1838. rommbe, momao A0 CJAWYHE TpeTHOcTaBKe Kao [ayc:
m(x) ~ li(x). Mako cy cBe Tpu orene ekBuBaseHTHE Teopemu, [aycosa u JIupuxieona
cy Taunuje oJ1 Jlexkanapose ako mocMaTpaMo pasjiuKy u3Mehy mpaBe U IpOoleHeHe
BPEJIHOCTH, & He HbUXOB OJHOC.

[IpBe Kopake Ka JoKa3y OBe TeopeMe HalpaBHo je YebuIieB y cBOJEM PaIOBUMA
1848. u 1852. rommue. Ycmeo je Jga gokazxe jaa je ognoc dyukiuja w(x) u z/Ilnz 3a
JIOBOJbHO BeJiKe ' orpannden koHcTanTama 0.92 u 1.11. Onene cy BpeMeHOM MaJio
nobo/pmane y CuisecrepoBoM pasy 3 1892. u, ocum TOra, HUKAKaB HAIPeIaK HIje
MOCTUTHYT CBE JIOK ¢€ KOMILJIETaH JIOKa3 TeopeMe Huje nojasuo 1896. roaune. Pumvan
je 1859. roaune oGjaBro Kparak paj [8] y KOMe je TOCTABHO CBOjy UyBEHY XHUIIOTE3Y
NO3HATY JaHac kKao PuMaHoBa xumoresa. ¥ CBOM pajy UCIUTHUBAO je JyOOKe Bese
uzMmebhy nucrpubynuje npocrux 6pojesa u juctpubynuje nysa 3era pyukiuje. Tpeda
HAIIOMEHYTH 12 je PumanoBy 3erta dyukIimjy npsu yBeo Ojaep 1737. Koju je ncrakao
HEKe OCHOBHe Bese m3Mmely mpoctux OpojeBa m Te dyHknuje kao mro je Ojaepon
npou3Boj. Ha ocroBy Pumanosux pesynrara, Xagamaps u Jla Base Ilycen cy (He3a-
BHCHO jesial o1 ipyror) 1896. ropuHe qajim 1oKa3e TeopeMe o JUCTPUbyIuju MpOCTuX
opojesa [2]. HhuxoBu mokasu cy Omam JAyravyku U BeOMa HeMHTYUTHBHH. KacHuje,
ynorpebom TaybepoBcke Teopuje, J0Ka3u cy 3Ha4ajHO cKkpaheHun. Y oBoM pajy mpe/i-
craBuheMo jejiaH TakaB JIOKa3 Koju je cacraBuo Fbyman m 06jaBuo y cBOjOj KIbU3U
[9] u objacuuliemo je 3amTo je odekmBamo ma JInpuxseoBH peroBu (HAKOH ITO3HA-
Bama HeknX TayGepoBCKUX TeopeMa) Op30 UMILIHIUAPA]Y TeopeMy O JUCTPUOYIHjH
npocTux OpojeBa. 360r ymoTpebe KOMILTEKCHUX TaybepoBCKUX TeopeMa 01 YNTaola
ce OYeKyje Jla Mmocejryje OCHOBHO 3HAaMe KOMILJIEKCHE aHaJI3e.
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OcHoBUu 1ojMOBU

2.1 JInmecn

Ba dyukmnmje f: A — C, 3a ckyn A C R, gedurumemo anmece:
lim f(z)=C — Ve>0)(F0>0)(0<z—a<d=|f(r)—C|<e)

z—at

lim f(z)=C = Ve>0)(Fd>0)0<a—z<d=|f(r)—C|<e)

r—a—

recy a,cudu3z R, xuz A, aC u3C.

Tpehu simumec ce moxke medunncaru n ako je A C C:

lim f(z) =C = Ve>0)(F0>0)(0< |z —a|<d=|f(x)—C| <e¢)
r—a

rae je a caga u3 ckyma C.

Y mckasy CBaKOT JIIMeca MOCTOJU jelaH 3HAK ~ =" KOJU MeJIM UCKa3 Ha YCJIOB
u nocjeauiy. ¥ kpahem 06jiuky, ycjioB ce nuiire uctos 3uaka ~lim”, a nocseauna

JiecHO of 3uaka ~lim”. Ycjou Takohe mory msriesatu lim wum lim y 3Hauermy
T—r—+00 T——00

r >0ux < =9, tum pegom. Il nocuaepune mory wusriegaru lim f(z) = 400 u
lim f(z) = —oo y 3nauemwy f(x) >ecu f(r) < —e.

YV HekuM ciydajeMBHMa MCKa3 HUje TadyaH 3a CBe £, aJii 3a Heke € jecre. Taja
3a dynknuje f: A — R, 3a ckyn A C R moxemo gedunucarn limsup f(z) = C u
liminf f(z) = C (kao cynpemy™m u wHDEMYM CKyla BapelCHJIOHA 3a KOje je HCKa3
TavAaH):

limsup f(z) =C = lim sup f(y) = C < infsup f(y) =C
T—+00 T=+400 > >0 45y

liminf f(zx) = C — lim inf f(y) = C < supinf f(y) = C
T—r—+00 T——+00 y>x >0 Y>T

Hagemnthemo 6e3 nokasas:
lim f(z)=C < limsup f(z) = liminff(x) =C
T—>+00

T—+00 r—+00
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2.2 BegunuuHe dpyHKNOHja

3a dbyukmnuje f,g : A — C, 3a ckyn A C R obmmka A = [s,+00), Kaxkemo
Ja y jgumecy T — +oo Baxe ciejehe o3Hake, a BUXOBA 3HAYEHA Cy 00jallbeHA
MCKA3MMa:

f(x) =0(@g(x)) <= (BroeR)(Fe e RY) (Ve > zo)(|f(2)] < ¢ [g(x)])
flx) =Qg(x)) <= (Fwo € R)(Fc € RT)(Va > z)(|f(2)] > ¢ |g(z)])
fx)=0O(g(x)) = flo)=0(g(x) A [flz)="g(z))

flx) =olg(z)) = (Vee RT)(3Bxo € R)(Va > zo)(|f(2)] < c-[g(x)])
fl@) =w(glx)) <= (Vee RT)(Exo € R)(Yz > z)(|f(z)] > ¢~ g(z)])

Kopucrehnu smumece, oBe jpedununmje ce MOry YIPOCTHTH:

f(x) = O(g(x)) limsup|f5] € R

T——+00

hmsup| )| eR

T—+00

T—>+00

lim & =
Z—34o00 9(%)

<~

<~

f(x) =06(g(x)) = hmsup\fx)| eR A liminf]%\ €R
T—r—+00

=

— im 2@ _

— lim

T—r+00

L=

Hagenthemo neke ocHoBHe ocoOuMHE OBUX CKyloBa (pyHKIuja 0e3 jloKa3a:

o(f(x)) = O(f(x))
O(f(x)) + O(f(x)
O(f(x)) = O(f(x)
f(x) ~g(x) = O(f(z))

f(x) ~g(z) & f(z) = g(x) = o(g(z))



2.3. Cywme

2.3 Cywme

Hexka morosop Oyze na ciegehe cyme o3HadaBajy:

> f(n): CyMy BpeaHocTH DYHKIHje f y CBUM IeJ00POjHUM TaukamMa n < I,
n<lz
x € R, y kojuma je f nedbunucano

> f(p): cymy Bpeanoctu dbyHKIHje f M0 CBUM TPOCTHM apryMeHTHMa p < x,

p<w
reR

0 N
> f(n): smMmec maprujaaHAX CyMma: ]\}im > f(n)
n=1 —0 p=1
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EnemenTapae metoje

Y oBom ey paszmarpahemo camo dynknuje f: A — C, 3a A C R.

3.1 Ao0eJjoBe jeme

3a gudepennujadbunane hyHKImMje f 1 g MOXKEMO PACTaABUTH JTHDEPEHITH)AJT -
XOBOT TIPOU3BOJIA Ha caeiehn HaduH:

d(fg) = fdg + gdf

Kana ce obe crpane muTerpase, oBaj MJICHTUTET TOCTaje KOPUCTAH jep TPaHC-
dopmurie jenan mHTerpana y apyru. Curyanmje y KOjuMa HaM OBO IMIOMaxKe Cy
pasHe. JemHa Kojy hemMo WecTo cpeTaTd y OBOM pajy je Ta y KOjoj OrpaHMYaBaMO
HHTerpaJ 1a je maplujajTHa HHTerpalnja Ty J1a XOMOTeHHIIe nHTerpanm. MehyTum,
HIEHTUTET je HEHCIPABHO KOPUCTHTH ako f W ¢ Hucy audepennujadbmane. 3aro
hemo mpomupuTn WACHTUTET Ha CKYT (DYHKIUja KOju 00yXBaTa U NapiyjaaHe cyMe:

flx) =3 an
n<x
Onepatopu D u A
D je omeparop koju camo ciauka GyHKIEje [y BuxoB u3Boa, y f:
Df(z) := lim —f(ag:x(m)
a—x
a A TOBOPU KOJIMKH je CKOK (DYHKITHje TaMO IJe HUje HEempPeKuIHA!
Af(xz):= lim f(b) — lim f(a)
b—axt a—x~
Mozkemo 3akspyunrn: Df(x) € C= Af(x) =0

buhe nam kopuche u ciaesnehe jgedbunuiuje:

7
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Fo) = lim fa+e)  f(@) = lim flo—)

e—0t

Cajta MozkeMo 1a Kazkemo Af = f — f.

Axo je Df (wmm Af) jepnako myam y CBaKOj Tauku y Kojoj je medbunmcano,
nucahemo:

Df =0, onaocuo Af =0

3 kJace dyHKIHjA

3a peasine a < b,

g (a,b) je ckyn cBux dbyHknuja f Koje 3a10BOJbABA]Y:
(1°) Df je nedunucano na (a,b), ocuM y KOHAYHO MHOTO TadaKa
(2°)  f je nedbunucano na [a,b)
(3°) f je nedunncano ua (a,b]

®y(a,b) :={F € ®y(a,b)|AF =0}

Dy(a,b) :={p € Py(a,b)|Dy =0}

3a peanne a1 < ag < by < by ounryieTHO BaYKu:
Dqg(ay,b1) C Do(ag, bo)

®y(ay,b1) C Dq(ag, bo)

Dy (ay,by) C Dy(ag, bo)

HductpubyrtuBHocT onepatopa D u A ca + u —

Teopema 3.1.1. Axko ¢y f u g u3 $y(a,b), onga 3a cBako x € (a,b) BaxKu:
(1°) D(f+9)=Df+Dg u D(f—-g)=Df—Dyg
(2°) A(f+9) =Af+Ag u A(f-g)=Af-Ag

Zlokas.

(19 D(f + g)(z) = lim fla) + g(a) — f(z) —g(x) _

= limM + limM = Df(xz)+ Dg(x)

a—T a—x a—T a—2x

(2°)  A(f +9)(x) = lim [f(a) + g(a)] = lim [f(b) + g(b)] =

a—zx b—x—
= lim_ fla) — blimﬁ f(b)+ lim g(a) — blimi g(b) = Af(z) + Ag(x)

7

Anajioruo ce jiokasyje u 3a —; u3 (2°) coeguu gacy u” 7 u”_7 pqucrpubyruBHu
ca +u —. O
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Ouneparopu [ u >
Ako je f € ®y(a,b), onma cy:

/Df — [F € &,(a,)|DF = Df}
D Af={p € Bs(a,b)|Ap = Af}

Oapehenu mHTETpAIN U CyMe

Kao mrro ¢y n nrave Heonpelenn nuaTerpain yBeaeHn, 1 MU CMO YBEIH HAIle HEO-
npehene unterpasie u Heogapehene cyme ga 6ucMo Jakine padyHaan oapehene. 3aTo
Tpeba cana Beh 1a nokazkemo 1a ocHOBHA Teopema anaiu3e (min Hbyru-Jlajonunosa
TeopeMa) BaKU U 33 Hallle HHTerpasie:

Teopema 3.1.2. Ako je f € ®y(a,b), Df nurerpabusina dbyuknuja uva [a,b) u F €
| Df, OH,ZLaf Df(x)dx = F(b) — F(a).

Jlokas. Xajme Ja mocTaBIMO CBe TadkKe U3 WHTepBasa [a, b| y kojuma D f nuje nedun-
ucano y pacryhu wus: (Py =a, Py, ..., Py, P, 1 = b), n € Ny. Nmawmo:

/abDf(:c)dx:g;/;HD d:v—Z/ " —

Hedbununuja 3.1.1. > f(z) je nedbunucano kao cyma Bpeanoctu byukimje f y
zel
CBUM TadKaMa T U3 nHTepaBasia [ y KojuMma je f nedbunmncano u Huje jeqrako 0, mom

YCJI0BOM Ja TaKBHX TadYaKa X UMa KOHaYHO MHOTO.
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Teopema 3.1.3. Axko je f € $o(a,b) u p € Y. Af, onna

Y Af@) =) —B(a)

a<xz<b

Jlokas. Heka je mounoso (Py = a, Py, ..., P,, P,y1 = b) pactyhin uu3 cBux tavaka u3
uHTepBaJa [a, b] y kojuma D f nuje nedbunucano. Ilomrro je Dy = 0, ¢ je KOHCTAHTHO
Ha cBakoMm uHTepBaay (P, Pyq1). Tla umamo:

n

DT Af) = DOAAP) = Y Ae(P) = Y [R(P

a<x<b i=1

|
IS,
g

Il

n

= —p(P) + ) [B(P) = ¢(Pint)] +B(P) = B(P) — p(P) +) 0=

=1 =1

~

= p(Prs1) — @(Fo) +0 = ¢(b) — B(a)

[
KoHcTaHTHO perieme
Teopema 3.1.4. Heka je f € ®1(a,b) u f € ®y(a,b). Tana je f(a) = f(0).
Joras. Umamo f € Y Af, ma mo reopemu 3.1.3 Baxn:
fO)=Fla)= > Af=> 0=0
a<z<b a<z<b
O
Unenturer f— [Df —> Af € ;N Py
Teopema 3.1.5. Heka je f € ®y(a,b), F€ [Dfupe > Af. Tana
f —F — p e (I>1(a, b) N @2(&,6)
Joxas.
D(f—-F—¢)=Df —DF —Dp=Df—-Df—-0=0
A(f—F—p)=Af—-AF —Ap=Af—-0—Af=0 O

Teopema 3.1.6. Axo je f € ®y(a,b) u D f unrerpabunna na [a, b|, onga

F(b) — Fla) = / Df@ydr+ S Af(x)

a<x<b
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Hokas. Hexacy F € [Df m € > Af. Ilo reopemn 3.1.5 nmamo

f(b) = E(b) — p(b) = f(a) — F(a) — Z(a)

= [(b) = f(a) = E(b) = F(a) + ¢(b) — (a)

[Ta, u3 Teopema 3.1.2 u 3.1.3 nobujamo:

b
=>z@—ﬂw=/DﬂWM+2pww

a<z<b

D u A upousBona fg

Teopema 3.1.7. Ako cy f u g u3 ®g(a,b), onna 3a csako = € (a,b) Baxu:
(1°) D(fg) = fDg+gDf
(2°) A(fg) = fAg+gAf+AfAg

Zloxas.

) DU g — tim £@900) ~ F)ate)

o F@)e() ~ F@)a(@) + f(z)o(a) — fx)ale) _
o 900 L@ < @) F) o)~ gla)]
= lim g(a) - lim Jla) = /(@) + lim f(x) - lim 9(a) = 9(x) =

=g(x) - Df(x) + f(x) - Dg(x)

2°) A(f-9)=fG9—f-g=+Af)-(g+Ag) —f-g=
= fg+ [AG+ gAf + AfAg— fg = fAg+ gAf + AfAg

€KBHUBaJICHTHE TBpﬂHﬁx
A(fg) = fAg+gAf
A(fg) = fAg+gAf
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AObeJsioBe Jeme

U3 reopeme 3.1.7 3akspyuyjemo ga 3a cee dyuknuje f u g uz Po(a,b), f-g je
takohe y ®g(a,b). Cana, npumemyjyliu treopemy 3.1.6 Ha f - g mobujamo pasue ueH-
THTETEe V 3aBUCHOCTH O/l TOTa KOjUM Kjacama dyHKIHje [ 1 g npumanajy. Ao cy u
f u g uz ®y(a,b), nobujamo napumjanny uarerpanujy. Ako cy u3 Po(a, b) mobujamo
naprujajny CyMalujy, mo3Hary noj HaszuBom Abesora jema. A ako cy f u g u3
pazmmaurux kiaca (f € ®i(a,b) u g € Py(a,b)) nobujamo opylhe 3a Tpauncdopma-
nujy u3melhy cyma m mHTerpaJia, nIeHTUTEeT MO3HAT 1Mo Ha3uBoM AbestoBa hopmysia
CyMUpaba;

Teopema 3.1.8. AbesioBa opmyna. Heka je (a,) nHu3 komiuiekcHux 6pojesa
nugekcupan ox 1. U1 meka je A : R — C nedurucana kao:

Ax) ==Y an, Ve e R

n<x

U ueka je byukuuja [ : [1,+00) — C qudepennujabuana ua (1, 400) 1 HEIpeKwTHA
y 1 rakBa ga je D f unrerpabumnna na [1, +00).
Taga 3a cBako x € [1,4+00) Bazku:

S anf(n) = A@)f(x) - / " A f (1)t

Joxas. Nedpunumumo dpyuknujy g : R — C:

(o) = {A<x>f<x>, 721

0, r<l1
CJIe M
Dg=ADf+ fDA=ADf+0=ADf
Ag:ZAf—i-iAA:(H—iAA:fAA

Ag(1) = a1 f(1)
DA =0 na je Dg nudepennujadbuina, kao u D f. [lo Teopemnu 3.1.6 nmamo:

o) — 3(1) = / Dyt + Y Aglt)

I<t<z
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= Agla)+ 3 Aglt) + Ag(1) +g(1) = Ag( /Dg it
& Z Ag(t)+0=7g(x / Dgy(t)
& 3 FDAA®) = A () - / AWDf ()i

= Y () = A@)(e) - [ AW @

n<x 1

O

AbenoBa (opMmyia cymupama MOXKe Ja ce a100uje Kao ClenujajJaH caydaj map-
nujanane uarerpanuje Puman-CTrirjecoBux mHTErpaa.

3.2 AmncoaytHa m 6e3yc/jiOBHA KOHBEPreHIIja pe-
J0Ba

. o0 .
Hedunnmuja 3.2.1. 3a pex > | a, ce Kazke Ja je alCOJyTHO KOHBEPIEHTAH aKO
cyma y - |a,| mocroju. Anconyruy kouseprennujy je moryhe nedunncary u 3a nu-
30Be BUIIAX JuMensuja. Ha mpumep, > 00 > |y, je AlCOTYTHO KOHBEPIeHTAM

pel ako cymMa y - > > |y, ;| mOCTOjH.

Hedunnnnuja 3.2.2. 3a pex Y~ | a, ce Kaxe 1a 6e3yCI0BHO KOHBEPIHPA aKO Ce
MeIbabeM PacIopeia HeroBUX WIaHOBAa CyMa He Melba. be3ycoBHY KOHBEpreH-
uujy je, takobe, moryhe jedunucaru 3a Hu30Be BHIIUX JuMenH3uja. Ha npumep,
> Y | G je Ge3YCJI0BHO KOHBEPI@HTAH PeJl AKO HerOBe UIAHOBE (y, 5y, MOXKEMO
nopehaTn y Hu3 KOju OE3yCJIOBHO KOHBEPTHPA.

3a KOHAYHO MHOT'O JIMMEH3H]ja, AllCOIyTHA U 0e3yCJA0BHA KOHBEPIEHTHOCT Cy €K-
BUBaJIeHTHa cBojcTBa. Jlokazahemo ja je 70 jpyre auMen3uje 6e3ycjiOBHA KOHBEP-
TeHTHOCT TTOCJIE/INTIA, ANICOTYTHE.

Teopema 3.2.1. Axo je pen ZZI a; allCOJIYTHO KOHBEPreHTaH, OHJIA 38 CBAKY Iep-
myTanujy p : N — IN (6ujexrujy na IN) Baxu:

Z a; = Z Ap(i)
i=1 i=1

Jlpyrum peunma, pes > . a; Ge3yCJ0BHO KOHBEPIUDA.
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. o]
Joxas. Kao npso, momro je pex » .~ a; aucoiayTHO Komseprenrtan, Husz X, =
n . . o0 .
> a; je Komuje Hu3 u, mpema ToMe, cyma » .-, a; nocroju. ledunnummo 3a
cBako n € IN ckym P,:
P, :={p(i)|1 <i<n}

N nedunuimmmo dyukmujy m : IN — IN koja cauka n y HajMamu e€IeMeHT KOju ce
He HaJIa3u y P,:

m(n) := inf{k|k ¢ P,}

m je, ounryenno, Heonamajyha ¢gpyaknmja. Ako Om m Owiga orpaHndeHa W MM
JIIMeC, PeruMo t, To OU 3HAYHUIO Ja CBAaKU CKyl P, He caJp:Ku t, IPYTHM pednMa,
p He CJIuKa HujegaH Opoj v t u TuMme Huje omjeknuja. lakiae, m HHje orpaHuvdeHa W
BaYKW:

lim m(n) = oo

n—0o0
Jedunrummumo u ckyn S, KOjH CaIp:K1 CBe MPHPOIHEe OpojeBe Marmbe O N
Spi={keN|1 <k<n}
3a cBako n € N BaKE Spy(n) C P,. Heka je A =37, |a;|. Umamo:

‘ Z Qp(i) — Z a;
i—1

i=1

m(n)—1 m(n)—1
= | lim g a; — lim E a;| = lim g a; + E a; — E a;| =
n—oo n—o0 n—oo
iePy =1 iEPnﬂSm<n) iEPn\Sm(n) =1
= lim g a; + g a; — E a;| = lim E a;| <
ZGSm(n) ZE]NO(Pn\Sm(n)) ZESm(n) ZG(]N\Sm(n))ﬂPn
< lim E la;] < lim E la;| =
n—oo n—oo
1€(IN\ Sy, () )NV P 1€EN\ S ()
m(n)—1

= Jim (A 3 Jal) =0

i=1
[
Teopema 3.2.2. Axo ) ;%) > 7 |a;;| moctoju, onma ciaenehe cyme mocroje u jes-

HaKe Cy:
o0 oo n n o0 [e.o]

E Ea-lzlimg Ea":E gav-

27‘7 n*)OO 27‘7 17]

i=1 j=1 i=1 j=1 Jj=1 =1
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Aoxas. Neqow Y77, 5% |a; ;| 6u Tawmo 3HAMHO Ma 3a CBAKO i,

oo
M; = |ail
j=1
MOCTOJW U 1A
oo
M=> "M,
i=1

rakohe mocroju. 360r mperxoiHe reopeme, A; = Zj | @i j Takohe mocroju. [laspe,
o0 «
36or |A;| < M; pen Y2, A; je ancouyTro Konseprenrat, nau A = > ° A, nocroju.

JaxkJie, cyma
o0 [ee]
A=) > ai;

i=1 j=1
nocroju. lobujamo:
N N N N K
0 i (35 s < Al =i | 373 ey 4 |37 4] -

K—oo
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

N N K
= lim lim E E a;; —A| — lim lim 5 A — A
K—o00 N—oo ’ K—o00 N—oo
i=1 j=1 i=1

K

N N
:Igﬂoz\}@o@ ZZCLW_A_ ZAi_A <

i=1 j=1 i=1

< Jim i |50, -3 24 -

=1 j5=1

= lim lim E g a”—kg g a;j — g Al =
K—00 N—oo ’ ’
i=K+1 j=1 i=1 j=1 ;
= lim lim E E a;; + E E a;; — A || <
K—o00o N—oo
i=K+1 j=1 i=
K N
< lim lim E g la; ;| + hm lim g g ai; — A
K—00 N—oo —00 N—o0 ’
i=K+1 j=1 =1 | j=1

JlokazKnuMo caji caMo J1a je Jpyra cyma jegHaka HYJIu:
K

lim lim E E a;; — A;| = lim lim E a;,; —Ai| =
K—00 N—oo ’ K—)oo ’

N—>oo
=1
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K
= fim > 0= Jim 0=0

HacraBumo can:

N N N N
0 < lim g g a;; — Al < lim lim E g la; ;| <
N—oo | 4 - ’ K—00 N—oo - ’
=1 j=1 i=K+1 j=1
N o]
< lim lim E M; = lim E M, =
K—o00 N—oo K—o0
i=K+1 i=K+1

K
lim [ M — M; | =
K—o0 Z ! 0

i=1
[To TeopeMu 0 aBa MOIUIAJIA H JIOIOBY, JHMEC limpy_, oo ‘ Zf\il Zjvzl a;; — Al je 0.

Jokazanau cMo:
N

N oo 00
lim E E CLZ'J':A: E E ai j
N—oo ’ ’
i=1 j=1 i=1 j=1
[TomTo kKoHa4YHE CyMe KOMYTHUPAjJy, MOZKEMO 3aMEHUTH MECTa WHIEKCUMA ¢ U j U
TaKo JOOUTHU U JIPYTY j€IHAKOCT. O

oo o0 .
Teopema 3.2.3. Ako » ;=) > % |a; ;| mocToju onja Ta cyma GesycloBHO KOHBep-
rupa. To 3naum ja, kako roj nopehasnu wianose a; ; y HU3, JUMeC cyMe Tor Hu3a he
BEK OMTH JeJHAK Y oo > oo
y Jen i=1 2aj=1 %5

/oxas. Ilo mperxomHoj TeopeMu:
oo oo n n oo
Y Y a=1lm Y N a =) Y ay
=1 j=1 =1 j5=1 Z=1max(i,j)=2

Jlakse, moryhe je mopeharu wjnanoBe y jenan takaB Hu3. [lomro je Taj Hu3 ar-
COJIYTHO KOHBEpreHTaH (TO J00HjaMO TakKO INTO Yy MPETXOJHY TeopeMy yOaImMo
qIAHOBE |a; j| yMecTo a; ;), o TeopeMu 3.2.1, WIaHOBe TOI HH3a MOXKeMO Topebharu
o110 Kako 1 cyMa he octaTu HempoMerheHa. O

3.3 EjaemeHTapHe jieMe o0 BeJIndmHaMa MHTeraJjaa

Y oBoM gesry hemo mMoKazaTH Ja ce HEKW OJHOCW BeJMYWHA JBajy GyHKIHUja
IIpEHOCE Ha HUXOBE uHTerpaJe 1moj ojgpehenum ycsiaosuma um pehu hemo memro o
KOHBEPI€HTHOCTH.
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Jlema 3.3.1. Akocy fug:R — ]RJr unrerpabuine na [z,y| u (Vt € [z, y])(f(t) <
g(t)) onma saxu [7 f(t)dt < [Y g(t

Jlokas. ednunrmmmo h(t) =g(t) — f(t) = h(t) >0
= [Yg(t)dt — [V f(t)dt = [ h(t)dt >0 O

Vaeliemo z1a 3a Hapemne Jeme u Teopeme Baxku gacy f: R —Cug: R — R*
uHTerpabIiHe HA [, +00) 328 HEKO PEaHO Q.

Teopema 3.3.1. \f; f(x)dz| < f: |f(z)|dx 3a cBe b > a > «

Zoxas. 1lo PumanoBoj nedununuju ogpeheHor mHTErpaJjia u 1o Heje JHaKOCTH TPOYIJIa

)| = [ iras

/abf(m)d.r‘ =

Jlema 3.3.2. f(z) = O(g(x)) = [T f(t)dt = O([7 g(t)dt

=Y fE)

Zloxasz. VI3 mpeTnocTaBKe cJie/In J1a TTOCTOje PeaHu Ty U ¢ TAKBU Ja

(Ve > zo)(|f(2)| < ¢~ g(x))
Uneka cy F = [7° f(t)dt u G := [ g(t)dt

Nmamo:

J7 f(er
= ’5’G+cfm0g t)dt

Heka je m = max(|§|, c). Crnenn:

| [T f@Wdt]) <m-G+m- [T g(t)dt =m- [T g(t)dt

S [T f)dt=O([7 g(t)dt) O

Taxobe, 3a caexelie ase neme hiemo npernocrasutu ga Baxku u [ g(t)dt = w(1).

<P+ [, [f@)ldt < [F[+ [, c-g(t)dt =

Jlema 3.3.3. f(z) = o(g(x)) = [T f(t)dt = o( [ g(t)dt

Jlokas. Jledunummmo byurmujy e(zg) := sup ‘%‘ Nnmanmo:
>

f(z) =o(g(z)) & lim ‘f(x|—O:>hmsup| ‘—0<:> lim e(z9) =0

T—>+00 Z—>400 To—+00

3a ¢BaKO T > v IMaMo:



18

3. EaemeHTapme MmeTome

CErwd U rwd) S bt
| o < 2| | 2 o <
<04 tm Jm O f @)g(t)dt

X
e(x t)dt
7 o < lim z < lim ( Ozsf“ 9(t) = &(z)
T—+00 fa g(t)dt T—+00 fa g(t)dt T——+00 fa g(t)dt
[TomTo je x¢y IPOM3BO/EHO BEJHMKO, & OJHOC MHTEIPAJIA j¢ YBEK IIO3UTUBAH jep Cy H
byHKIMje TO3UTUBHE, e, IO TEOPEMHU O JIBa, MTOJHIAJIA U JIOMOBY:

lim —fj f(#)dt =

- 0
z—+00 fa g (t) dt

Jlema 3.3.4. f(z) ~ g(x) = [T f(t)dt ~ [T g(t)dt

Jloxas. Kopucrehn nperxogny memy u to na je f(x) = g(x) + o(g(x)), mmamor:

/;f(t)dt—/: [g(x)+0(9(:Z:))]dt—/:g(t)dt+/: o(g(t))dt

/awg(t)dtJro(/axg(t)dt) @/:f(t)dtrv /jg(t)dt

Teopema 3.3.2. Ako ligl_l sup | f(y) — f(z)| =0, onga lim f(x) mocroju.

T—+00

Jokas. f(n) 3a uene n upeacraspa Komunje Hu3 U mpemMa ToMe KOHBEprupa Ka
HeKkoM Opojy L.

N3 mocraBke ciaean ja 3a npon3BosbHO £ > (0 moctoju © € R TakBo 1a

zgg\f(y)—f(x)l <§
= |L— f(z)]| < %
ﬁzlirz\L—f(y)} < sup (\L—f(x)l + | f () —f(y)|> < §+§=6

= lim f(z)=1L

T—r+00
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Hedbunnnuja 3.3.1. Mnrerpan faoo f(z)dz je amcosyTHO KOHBEPreHTaH aKO U CaMO
ako [|f(x)|dz nocroju (kouseprupa).

Teopema 3.3.3. Ako unTerpas f:o f(z)dz koHBeprupa ancoJyTHO OHJIA je KOHBep-
reHTAH.

oxas. Hexa je F:= [ |f(x)|dx. mamo 3a npoussomue y > x > a:

[ o] < [ < [ =r- [ o
LwﬁﬂﬂSF—LlﬂMﬁ

gF—]m1/|ﬂMﬁ:F—F:0

T—-+00

= sup

y>x
/y

[To mperxonHoj Teopemu, dbyuknuja H (z f f(t)dt xouBeprupa. O

lim sup
r— 400 y>x

Teopema 3.3.4. Heka je urrerpas f g(t)dt kouseprentan. Tasga ako je f(x) =
O(g(x)), onna je u [ f(t)dt xonseprenran naTerpa.

x .
Joxas. Narerpan [ |f(t)|dt moroTono pacre ca x u, no gemu 3.3.2, je orpasmyex.
IIpema ToMe, oH Mopa j1a KOHBeprupa. IIperxoana TeopemMa 3aBplIaBa JJ0Ka3. ]

3.4 PumanosBe jieme

Meton PumanoBuX cyMa je Ha3uB 3a OUJIO KOjUI METO alpOKCUMHUpammba oapehenor-
UHTErpajia y KoMe ce allpOKCUMUPA Je0 10 J1e0 HHTerpaJsa, a moToM oroHe cabepy.
Jegan yobudajeH w ynporrheH HAaYWH 3a TO je Jia Ce MHTEPBAJ IIPBO MO Ha
BHIIIE je/THAKKUX, a 3aTHM, HAa CBAKOM, (pDYHKIHja allpOKCHMHUPa HEKOM KOHCTAHTHOM

bYHKIHjOM.
Penumo na skeaumo ga mHTerpaammo ox a jgo b dyuxkmujy f @ R — R. Taj
unrepsan I = [a,b] nenumo wa n jennakux: I; = [a+ i%=2% a + (i + 1)) = [a;, by,

W cabupamMo ux: fab flx)de = S0 fab f(z)dz. Cana Tpeba ja ampoKCHMHPaMO
cBaku cabupak f(i f(z)dx nocedno. Heka je A := fabf(x)dx u A; = f;l f(z)dx

AnpokcuMupPaMO KOHCTAHTOM:

by B
A~ Bi— / Fleydr =" pie)

i

3a Heko &; € I;. Hakon cabuparpa:
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Uneja je na y3mmamo mpomsBo/bHO n. (Caa mMaMo ciaodomy jga Oupamo Kojy
crpany hiemo ja ¢dpukcupaMmo u anpokcumupamo. /Jlakie, umamo asa nyTa. Ilpsu je
na dpuxcupamo I. Tama, y mumecy n — 00 cyMa ce MOKJIala ca JeuHHIITjOM TTOBP-
muHe noj KpuBoM (pyHkiuje. Yupaso 3aTo je Pumanosa cyma y3era 3a gedunuiujy
ojipeheHOT WHTErpaJia

n—1

=0

noj jour HeKuM ycaosuma 3a & u [;. AKo cy cBU TH yCJIOBH 33J0BOJbEHHU, KazKe Ce
na je dynknuja f naTerpadbmana y PumanoBom cmucay wian PumaH-mHTErpabmiHa
Ha uHTepBasty [a,b]. Hdpyru oyt je na dukcupamo I;. Y oBoMm ciyuajy 3acrahemo
Ha HajoOwuHHjeM mopehemy Besmunna A; u B;:

(1) & je murmmym = B; < A;

(2) & je makcumym = B; > A;

Konauan ncxon (HakoH cabuparsa) je M3y3eTHO TPHUBJIAYAH y YKYIHO jeTHOM
caydajy (uam, peruMo, aBa): Kaja cy u GyHKuja f u e upsu u3Boja D f cramrHor
3HAKA.

Jlema 3.4.1. Heka je f : Rt — R™ monorona na [0, +00). Taja 3a cako n € N
BayKH:

,_.

n—

(x) ) f(k / f(x)dz > Z f(k) , ako je f mepacryha

0

W

(+5) Z < [ s < Z (k) a0 je f neonaajyha
Toxas
R W bt
(1):_:f(k)= [ ey
) (k) = k0= [

[Tpumenom seme 3.3.1 na dyuxnuje f(|z]), f(x) u f([z]) 3ajeqno ca samenama (1)
1 (2) 10Ka3 je 3aBpIICH. O
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Jlema 3.4.2. Heka cy A, B u C dynknuje : R — R u Baxku Vo > z9 A(x) <
C(2) < B(r) wm Az) > C(x) > B(z). Tama je C(x) = A(z) + O(A(z) — B(z))
A(z) = C(z) + O(A(z) — B(x)).

Aoxas. Umamo |C(z) — A(x)| + |C(x) — B(z)| = |A(z) — B(x)|, ma
C(z) — A(2)] < [A(z) — B(z)| = C(z) — A(x) = O(A(z) — B(x)) O

Jlema 3.4.3. Axko je f: R™ — R monorona na [0, +00) onja 3a cee x € R Baxu:

:/xf(t)dt—i—(?(l) L axo je Df <0
0

(**)Zf(n) Z/Oxf(t)dt—l—(’)(f(x)) ,akoje Df >0mn

Jlokxas. 3a cBako x > 0 mmamo 1o jemu 3.4.1:

lz+1]

lz+1]
Stz [ sz 3 )

[Ta kopucrehu aemy 3.4.2 numamo:

z lz] |z+1] lz+1]
= st =3 g~ [T s [T s

|z+1] |z
~ 0( Z f(n Zf(n)) +O(f(@)+ f(z+1)))

= (9<f(p;+ 1]) — f(o)) +O(f(x)> +O<f(LfE+ 1J)>
—0(1) + O(f(@)) +O(f(lz+1))

Ako je dynrkuja vepacryha, npyra nsa wiana cy Takohe O(1), a ako je Heonanajyha,
ouna cy csu wianosu O(f(z)). O

xr
Bacyme ) . _, f(n) uarerpan fo t)dt ce 30Be PUMaHOB HHTErpAT U OB METOA
aITpOKCUMHPama cyMa ce 30Be MeTos PI/IMaHOBOF HHTeTrpaJa.
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3.5 EjaemeHTapHe orieHe

Cee ”cnenujanne” dyHKImje (Kao HA MpUMep HHAUKATOD 3a HPOCTE, O, T, [, W,
Ok, 2, A, 7,...) KOje UMajy HeKy CHMETPUYHY PEKYPEHTHY Be3y ca JeJHOIUMA CBOT
apryMeHTa 4ecTo cy HelpeIBuanBe. He MoxKeMo 3HATH HU peJi BeTHYHHE BPETHOCTH
CaMO Ha OCHOILYy P€/la BeJIMYMHE apryMeHTa. AJii, HCHOCTAB/ba Ce J1a TO MOYKEMO 34
"Ipocedny BpeaHOCT” MPBUX HEKOJUKO BpeaHOCTH TakBux (pyHkIiumja. Ha mpumep,
MOZKEeMO TTa oipe Mo pejt sestmanre dynkumjaw(z) = > 1, > p(n), > o, p(n),
UTJ. TITO U jecTe OHO YUMe ce OBa] paJiu OaBH.

Xajjie J1a 3a Io4YeTak, YMEeCTo 7, 0JabepeMo HeKYy JIpYTy CHelujaJHy (DyHKIIN]Y
0 K0joj Beh 3Hamo HemTo. KpeHnmo o1 ocHOBHE ocoOuHe NPOCTUX OpojeBa: IIPOCTH
OpojeBu cy HememuBH. llpuToMm, cBakm mpHUpoIaH OPOj ce HA jeAMHCTBEH HAYHH
pacraB/ba Ha MPOU3BOJ MIPOCTHX OpPOjeBa.

Kanoncka gakropusarja:

k
o= 11w
=1

Anm, TomTO HAC He 3aHWMAjy TPOW3BOIW HErO cyMe cTaBmheMo o0e CTpaHe TOf
JIOTAPUTAM:

k
Inn = Z a; Inp;
i=1

[TormrTo jrorapuT™My He caMo Ja 3HAMO Pej BeJIHYHHE HEr0 My 3HAMO W TadHy BPeJ-
HOCT, oH he 6uTH Hama mpBa (pyHKIHja 38 HcIUTUBaIe. 1la, yamMumo onja cymy:

Zlnn = Zlnp-é(p,x)

n<x p<zx

e je 0(p, z) Hajselin crenen mpocror 6poja p koju genu |z]!. Vemocrabba ce na u
d(p, x) MOKeMO TOBOBHO J00pO Ja mponernmo. lIpsa cyma je v crapu In(|z]!) n
oryma uaeja ga je dpakropujes modpa moaiora 3a oy temy! Ilorognm cy m m3pasu
ca IBUMa Kao, HA NpuMep, OMHOMHU KoeduIujeHTn. JeOuIies je nmpBU MOKYIIA0 Jia
JIOKazKe TeopeMy O MpocTuM OpojeBUMa Kopuctehu ympaBo oBe ujieje W, He JI0Ka3a-
BIIIK je, JOKa3a0 je HeKe JIpyre BaxkKHe cTBapu. Bpeme je ma yBegemo npBy Yebu-
meBsbeBy GyHKIH)Y ¥ : R — R Koja ce mojaBsbyje y CKOPO CBaKOj HaApeTHO] TEOPEMU:

V(x) = Z Inp
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Jlema 3.5.1. 3a cBako mpocTo p u peajano r > 1 Baxu
|z
() =3 | %]
im1 LP
Jloxas. Tlo Jlarpanxkosoj dpopmysin je
St — o (ol — 5= L2
(px) = vp(lz))) = ) p
i=1

e je v,(n) cumbor koju je Jlexkamap kopucrno jga 3amumnre najsehn crenen mpoctor
opoja p koju gean n. IlomTo je p’ 1meso, umMamo Ja je

e | _ | =
oW
Jlema 3.5.2. 3a cBako mpocTo p, peajano xr > 1 U MpUPoOJaH cTeleH k 3a KOju BaxKu

pFl >z umamo 1a je
k
T
() =3 | %]

i=1

]

Joxas. 3a cBako i > k mmamo pt > pFtl > n = F<l= L%J = 0. Ila:

o $[3]- £ 13- o

%
=1 i=k+1 p i=k+1

Teopema 3.5.1. 3a cBako IPUPOJIHO 71 BAXKH:

2n
n

In(n) [7(2n) — m(n)] < 9(2n) —I(n) <In ( ) < In(2n)7(2n)

Jlokas. Heka je f(p,n) najsehin cremen 6poja p xkoju gean (2;1): B(p,n) = up((zg)).
Nmawno na je S(p,n) = d(p, 2n) — 25(p,n).
Hexa je k € N Takso ga p**1 > 2n > pF. Tlo nemu 3.5.2 Baku:

k

o= 5] 223] -2 (5] -2l < 20

i=1 =1
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— pﬁ(p,n) < pk < 2n

Ceaku mpoct 6poj p, 3a Koju je n < p < 2n, He geqau n!, anu geau (2n)! u To TagHO
jemanmyT. 3aro je 3a cBako Takso p [f(p,n) = 1.
KOHa‘IHO MOZKEMO Ja 3aKJ/by YMMO:

H n < H p< Hpﬁ(p’n)SH(Qn)

n<p<2n n<p<2n p<2n p<2n
[Tpumerumo:
H n = nﬂ(?n)fﬂ(n)
n<p<2n
H p= 619(2n)—19(n)
n<p<2n
2n
B(pn) _
T - (
n
p<2n
I @n) = (2n)~e
p<2n
JlorapuTMOBameM HaKOH MPUMEmUBabHa OBUX CMeHa JI0Ka3 je 3aBpIIeH. ]

Teopema 3.5.2. 3a cBako peaysHo r > 1 Baxwn

Inz

9 21n2 -
(r) <2m2-z+ 95

Zloxasz. VI3 nperxomane TeopemMe uMaMo Ja je 3a cBako n € IN

n

9(2n) — d(n) < In (2") <In ((1 n 1)2n> — 2n1n2

Cajia MOZKeMO Jia 3a CBaKO PeajHo T > 1 KakeMo
0(2x) = 9(z) = I([22]) = O([2]) < In[2z] +9(2|z]) = I(|z]) <
<In[2z] +2[z|In2 <In(2z) + 2z1n2
Iin, eKBUBAJIEHTHO: dz) — 19(%) <In(z) +zln2

[lIto mam omoryhasa ja cIycTUMO CyMy IO HYJI€:

logy x

=3 o(5) ~o(3)]

=1
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jep ce cBU cabupiy MOHUINTABAJY OCHM IIPBOT KOjH je jefHaK ¥(Z) U TOCTIeHher KOju
je myna: —J(5;) = 0:

|logy 2] logo z—1 __ z € <£> —
glos2 7] ploss 2:>—2uog2ﬂ<2:>19 o <¥(2)=0
U J1a Ha 1y (CyMy) IPUMEHUMO HejeHAKOCT:
logy @
2In2
W) < Z [ln <2Z.I_1) +x 213 } <logyx-Inx+2In2-z

=1

Teopema 3.5.3. 3a cBe peasine x > 2 BaxKu

In2
zln2 _,

m(z) >

Inz

Jloxas. 3a moverak, UCIUTAjMO MaJIO (27:‘) V 6unomuoMm paszrojy uspasa (1 + 1)%"

. . . 2 .
UMaMO YKYITHO n + 1 OuHOMHUX Koeduimjenarta o1 Kojux je (:) Hajehu. 3aro oH
CUTYPHO HHje MaFbHU O] BbUXOBOT TPOCEKa:

<2n> 4n
>
n) n+1

n(2n)r(2n) > In (27) >1 cal —2nIn2 —In(n+ 1)
nnwn_nn _nn+1—nn n(n

Can, mo Teopemu 3.5.1 umamo:

2nln2  In(n+1) _ 2nln2
= 7(2n) > _ > _
m(2n) 2 In(2n) In(2n) ~ In(2n)
CaJia MOZKeMO Jia IIPOITUPUMO OBO Ha peasiHe T € [2n, 2n + 2] 3a ¢BaKO IPUPO/THO N.

Taga je m(x) + 1 > 7w(2n + 2) jep, y Tom uHTepBagy caMo 2n + 1 MoxKe 6uTH mpocT
opoj. Ila umamo:

(2n+2)In2 rln2

1
In(2n + 2) ~ Inz

m(z)+1>72n+2) >

zln2

jep je §°= — 1 pacryha dynxunja. ]
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Y upBoj Teopemu Beh, Bugean cMo, mojapusta ce dbyukimja J(x) Koja je camaHa
namoj 7(x). Pasmukyje ce yTOMMKO MITO je OAHOC cabupaka y HUXOBUM jiehUHUIH-
jama Heka (yHKIHja, a cudHa je 360r Tora mTo je ta dpyuknuja ”aena” (jorapuram,
Inn). Paau sakme niaycrpanuje aedunncahemo:

Inn, n je mpoct 1, n je mpoct
ap = Pn =
0, nHave 0, wHade

Te e dbyuknuje (mwim HE3a) cy candre jep 3a cBako n € N Baxu a, = Inn-p,. 1
cajia gedpunuimje 3a 9 U T H3NIEIA)Y:

I(x) = Zan m(x) = an

n<lz n<lzx

Teopema o muerpubynuju mpocTux 6pojesa TBPAM Ja je T(r) ~ = o Uera cMo MU
Beh noxazamm 7(x) = (). YemyT, camaroM MeTonom emo gobumn n ¥ (z) = O(x).
Oznoc onena (ynxmuja 7= u x) je In x, 6aur onaj oanoc cabupaka y aedbuHummjama
nBe (pyHKIMje Koje ornemyjemo, m u ¥. To HaM TOBOpH 1a OIHOC cabupaka MMa HeKe
yCKe Be3e 1 ca ogHocoM camux ¢dynkimja. /Jla gokakemMo Ty Be3y moMazke HaMm

yupapo AbeoBa JeMa ca I0YeTKa OBOT IOrIaB/ba!
Teopema 3.5.4. 3a dbyuxnuje 7(x) n J(x) Baxku Be3a:

m(x) ~ M

Inz

Jlokas. AbenoBa jiemMa HAM JTUPEKTHO KarKe

1 1 z dt
m(7) = 3 ang = V(w)p— +/1 )

n<x
9 O(1
= 7(z) = % +/2 %dt 1o Teopemu 3.5.2
V(x) ’ 1 2 J(x) x
= — — — —— |dt = —— 3.3.2
= (@) Inx +/2 O(1n2t 1n3t> Inx +O<1n2x> 1o AeH
()
= 7(z) = st (m(x)) mno reopemu 3.5.3

()

= 7(x) o

]

ITpBa mocseuiia je IpBU €eKBUBAJIEHT TEOPEMHI O AUCTPUOYINju TpocTuX Opojena:
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Teopema 3.5.5. Teopema o aucTpudynuju npoctux 6pojeBa je eKBUBAJIEHTHA Ca.
Vzx) ~x
Jpyra ocaenuna je /1a Hallle oTleHe TMajy CBOje eKBUBAJIEHTe MTaphake 3a CYyIPOTHY
dyukiyjy. Apyrum pednma,

Y 1
lim sup = lim sup ﬁ <2In2 wu liminf LACT AN lim inf M >1n2

m(x)Inz

Bonehu pauyna o cBum ocranuma moryhe je noctuhu:

Teopema 3.5.6. 3a cBe x > xg, 3a HEKO zo € R, BaxKu:

x 2z 2z
22— 9(z) > rln2 — —
m(z) < 2In lnx+ln2x u () > xln o

Vaumajyhu cse 0Bo y 003up, mocturau cMo w(r) = O(;=) n J(z) = O(x).

OBako je n3riegao YebumeB/beB HEYCIIETN TTOKYITA] /1 JOKAYKE TEOPEMY O MPOC-
M OpojeBuMa. Vmak, ycmeo je ma mOCTHTHE Jeme pe3yarare. AKO ca o 03HAUIUMO
lim inf w, a ca [$ o3HaYUMO lim sup ”(w)%, MH MO Jokazaau 2a— 3 > 0. Yebu-
IIeB je OTUINAO KOPAaK Jasbe i, Kopucrelin TpuHoMHe Koeduiujerte (Kao %) u
cJIMYHe ¢TBapw, cy3uo rpanuie Ha o 2 0.9 u § < 1.1. Tume je mokazao Beprpanmos
noctyaaT (Koju Kaxe na je m(2z) —m(x) > 0) rako mro je m(2x) —7(x) = Q(%),
a OH je mokaszao 2a — 3 > 0.

1o oBUX pe3y/aTara cMO JOILTH mocMaTpajyhu yriaaBuom camo 6uHOMHE Koedu-
HjeHTe KOju U3/Bajajy npocte 6pojese Ha uareppaanmMa (n, 2n). Camu daxropujenn
He W371Bajajy HUINTa, ajau BuAeheMo ma u oHW nmajy Jieme pe3yiTare caja, Kaaa Beh
3HAMO HEIITO O OBUM (DyHKIIHjaMa.

Teopema 3.5.7.
1
Z 2Pz + o(1)

p<z

Joxas. 1lo Pumanosoj siemu ciieju:

o) In(|z]) _ Y on<e N _ zlnr — 2+ O(lnx) ~Inz+00)

T T T

Y yBOAy CMO joIr 00jacHMIIN:

(xx) In(|z]!) = Zlnp -d(p, x)

p<z
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u obehaJim j1a JeATy MOXKEMO JIEIO JIa OIEHUMO:

(kx%) ——1< FJ <5(p,$)=iL%J <i§:pf1

p p

Hedunumrumo jaBe pyHKIIHje:

Ax) = Zln_p n  B(x):= Z Inp

p

p<z
N3 cBera osora go0ujamo:

1) In(lz]) > Zlnp(——l)-lenp S np = 2A(x) — 9(x)

p<w p<w p<z

rzA(x)  J(x) _ In(|z]!)

= Alz) - 0(1) = = . -

=Inz+ O(1)

U CJIMYHO,

(2) n(|z|!) <Zlnp

<z

=zB(z) = B(z) > Inz+ O(1)

Hucy A(x) u B(x) cninune Gessese. Coamdne cy u muxosa pasanka je O(1):

_1 <Z ilnizl innnSiQIHn:

2 2

B(z) — A(z) = Z

p<z

—Int — 1y
= 2(%) +O(1) = 0O(1) no Pumanosoj jsemu
2

Crajajyhn (1) u (2) ao6ujaro
A(z) — O(1) < lnz + O(1) < B(x)
TTa, 1o siemu 3.4.2 nvanmo
A(z) — O(1) = Inz + O(1) + O(B(z) — A(z) + O(1)) = A(z) = Inz + O(1)
]

OBa Teopema je BeoMa BayKHa jep je OCHOB 3a MHOTe eJleMeHTapHe JIOKa3e Teo-
peMe 0 IpOCTUM OpojeBUMa Koju cy KacHuje nponahenm. Tu jgokasu cy KacHuje
UHCIIMpUCAJU Ppa3Boj jejane rpane TaybepoBcke Teopuje KOjy hemMo maJjio KacHuje
nomenyTu. [lopen Tora, oHa UMa U jeHOCTABHU]E MOCJEIUIIE.
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Teopema 3.5.8. IlocTtoju KoHCcTanTa M TakBa Jia BayKW:

1
> - =Inlnz+M+o(1)
p

p<w

Joxas. Jlokas je Bpjo Kpatak u jacan. I[IpBu Kopak je ma ymorpebumo AGenoBy
JIEMy Ha OBY CYMy W CyMy U3 TIDETXOJHe TeopeMe jep cy oHe caudHe (3adporcahiemo
dedpuruyugy sa A(x) us npemzodne meopeme):

1 1 A
Z Z np 1 Az +/ (7;) g —
P lnp Inx o tln“t

p<x p<lzx

Inz+ O(1) “Int+ O(1) Todt * 1
=—= ———=dt=1 — —)dt
Inx +/2 tln?t +O<lnx) + 5 tint +/2 O<t1n2t>

IToceamu naTErpas mo TeopeMmu 3.3.4 KOHBeprupa, penuMo Ka 6pojy M. Mmamo:

1
Z— =Inlnz —Inln2+ 1+ M’ + o(1)
p

p<z

=M=M +1—Inln2
Il

OBa Teopema HaM OTBapa MyT Ka MPBOM HETPUBHjAJHOM Pe3yJITaTy KOjU TOBOPH
0 aCUMITOTCKOM pacTy THaplyjajHe cyMe HeKe MYJTUIINKATHBHE (DYHKITH]e.

Hedbunaunuja 3.5.1. w(n) je myrrunnumkarusaa (byHKIHja KOja 3a MPHPOIHO 7
Bpaha 0poj Pa3JIMYUUTUX MPOCTUX JeauIana opoja n

Teopema 3.5.9.
Zw(n) =zlnlnx + Mx + o(x)

n<x

Jloxaz. Mnnuaennuje Kajga npoct 6poj p < x jiesim npupojan 6poj n < & MOXKEMO
OpojaTy Ha JBa HAYWHA: IO N M 1O p. 10 je OHO IITO CIlaja OBY TEOPEMY Ca TPeTXO/I-
HOM W TIITO CyMe MCIIOI TOBOPE:

St =YX 1= Y L 1=3[ ] =X (4 o) -

n<w n<w pln p<z kp<z p<w Pz
1 T
= :L‘Z— + O(m(x)) =xInlnx + Mx + o(x) + (’)(—) =zlnlnz + Mz + o(x)
2 Inx

]
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OBaj pe3y/ITaT je KOPUCTaH W Y IIPAKCH 3aTO IITO IPEJICTaB/ha CJI0KEHOCT all-
ropuTaMa Koju PadyHajy HEIITO 3a cBako n < x y3 oMol peKkypsuje Koja Tpaje
O(w(n)) Bpemena. Ilpumep taksor anropurma je EparoctenoBo cuto. Ympaso cy
300I OBAaKBHX U CJMYHUX AJTOPUTAMa KOPUCHE BEJIUYMHE MaPIUjaJHUX CyMa MyJi-
TUILTUKATUBHUX (DYHKITH]a.

Yebumren je, naxie, ycneo jga gokaxke camo 7(r) = O(;>), aam He U Jia OJHOC
oBEX (DYHKIMja KOHBEPIUpa. 3aTo je MPETIOCTABHO Ja KOHBEPTUPA U JIOKA3a0 JIa
TaJla OH MOpa JIa KOHBeprupa Gall je JUHUIII, KAO IITO TeopeMa O IIPOCTHM GpojeBuMa

u upeasuba:

Teopema 3.5.10.

(1) ~ar— = a=1
m(r) ~a— = a =
Inz

Jloxa3z. VcioB je eKBUBaJIEHTAH Ca
Wzx) ~ ax

1
[Tpumennmo AbeoBy JieMy Ha CyMy %, a moTtoMm, JeMy 3.3.4 Ha WHTerpaJ:

l X
1H$NZ% — @+/ ?dt:(’)(l)+alnx+o(lnx) ~alnx
1

p<w

Jobujamo o = 1. O

3a pasyMeBame Be3e nm3Mehy nmpocTux 6pojeBa U KOMILIEKCHE aHAJM3e MoTpebHe
Cy HEeKe Teopeme Koje CMO HaBesin y 0BOj riiau. OcTajin eJleMeHTAPHY Pe3yJITaTh 13
oBe 00J1aCTH MAaTeMAaTHKE CY Y CTBAPHOCTU OMJIM MHCIHPUCAHH KOMILIEKCHOM aHAJ-
u3oM. Tako ga, He 6u O6mao bep 1a cajga IpUIaAMO O HUMA.
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YBoJ y Teopujy

Ojiep je TpBH TPOHAIIAO MIEHTUTET KOjH BEOMa CMEJO OTKPUBA CTPYKTYPY
HPUPOIHUX OPOjeBa M JOBOJHU JIO jeJIHOT OJI pe3y/iTaTa KOju HHCMO MOIVIA Ja IpeT-
MOCTaBUMO JIOK Ta HUCMO JI0 Kpaja u3Besu. VaeHTuTeT je:

Ca JreBe cTpane cy pa3aoMIH p%l, 3a CBe MPOCTe p, a ca JecHe CTpaHe je OOMYHA
XapMOHHU]CKa CyMa.

[Tomro mecHa cTpana (Ma u JieBa) JUBEPrupa, 3HAK jeTHAKOCTH He 3HAYH OHO IITO
YIJIABHOM 3HA49M (jeTHAKOCT J[Be BPEIHOCTH, jep auBeprupajyhioj cymMu He MOKEMO
NpUnucaTu BpegHocr), Beh roBopu ma cy JBe cTpaHe jeJHAKe y HEKOM JIPYTOM

CMHCILY:
2 3 5 1 1 1
2502, . =(1 _> (1 _> (1 —) —
1 2 4 < +2—1 +3—1 +5—1

1 1 1 1

1 1 11

S YRR OISR AV L SO OO S S

(+ +o T t3tmt totztm Tty gt
1

1 3 22 5 2-3
] 1 1 1

T TRTITS

Buaumo ga je jeanakoct 6mira y CMHCIY jeJIHAKOCTH CKyIloBa cabupaka. Kasma jieBy
CTPaHy H3MHOXKHMO, CKYI WIAaHOBa/caDHpakKa ca Te JieBe CTpaHe je UCTH Kao W
ca mecHe. Jlasbe, ako 3aHeMapwMO pa3JWKy Ta JiBa 3HaUema 3HaKa jeIHAKOCTH,
craB/bajyhn obe crpane OjaepoBor HAeHTHTETA MO JOTapUTaM, Ha JeBOj Ce N3IBa-
jajy npoctu 6pojeBn:

1(1+1+1+ )+1 (1+1+1+ )+1 (1+1+1+ )+
n — - n — — n ey - R
SR 37 32 5 52

-3ro(d) 3ro(d) irod) .

31



32 4. VYBoa y Teopujy

1 1 1
:ln<1+——|——+—+—+...>

OBo je npBobuTHO OMO camMo OjepoB JIOKa3 Jjia MPOCTHX OpojeBa mMa GECKOHAYHO,
ITa BHINE, Ja je XapMOHHUjcKa cyMa MpocTHX OpojeBa mueprupajyha (jep, xaia
Ou KOHBeprupasa, u oOMYHA XapMOHHjCKa cyMa Ou KoHBeprupasa). [lecHa crpana
pacre Kao Inln (momro cama xapmonujcka cyma pacre Beh kao In). Mozxemo nper-
OCTABUTH I3 U JIeBa CTPpaHa (XapMOHMjCKa CyMa MPOCTHX ), UCTO TAKO, PACTe Kao W
JecHa, Kao Inln.

Ojsep je mpBU yBeo u (DYHKIH]Y

1 1 1
f(3)21+§+§+4_3+~-
Kojy je mexk Puman naszsao 3era (¢). U 3a dyHkuujy f, aHAJOrHO, MOCTOJH HCTH
OjJsrepoB UIEHTUTET.

Ha cauuan nauun, nocmarpajyhu obe crpase mspasa 3a - 1In(f(s)), moxemo
jgohm 1o mpermocTaBke Ja je u ¥(x) ~ x. Mu Hemamo passora a Bepyjemo ga obe
CTpaHe pacTy WCTOM Op3wHOM, aju, Beh cMo mokazanm, oHe 3amcTa pacTy HCTOM
opsunoM. To 1ITo HAM je HIACHTHTET OAMAX JIa0 Hejy O HedeMy TadHOM TIOBOPHU
HAM J[a CMO Ca IbHM Ha MPABOM IYTY Ja OTKPUjEMO HEIITO HOBO U (pyH/TAMEHTATHO
O CTPYKTYpH IPUPOAHUX OpojeBa. AKO 00pO pasymMeMo pasJior 3amro obe crpane
pacty ucroM 6p3mHOM, MOKAa hemo cxBaTuTu 1 3amTo je ¥(x) ~ x. Caza Ham camo
Tpeba Maremaruka kKoja he ¢gpopmanuzoBatu ose muaenturere. [Ipobiem je, makie,
ouna cyma (X). Cymupame opje Huje Morylie (jep obe cTpaHe auBeprupajy), ma
MOZKEeMO J1a Ipo6aMo Jia YOIIITHMO MOjaM CYMHpPaba U CXBATHMO ra Y HITO MIHPEM
cMucTy. Y3 Mano Tpyda, mHahu he ce meka rpama mareMaTwke y Kojoj he cywme
OjstepoBor uaenTutera butn 100po JeduHECAHE.



5

Tayb6eposcka Teopuja ( Tauberian
theory)

Kajia Hu3 He KOHBeprupa, MOKEMO OCETUTHU U PA3JIMKOBATH JIBA HAUUHA JIUBEP-
rupama: jeJaH je Kaja Hu3 uMa JuMec y GeCKOHAYHOCTH (400 WiH —00), a APYyTH je
KaJa ocrmiyje. [lom ocrimmoBameM, MACJIN ce HA TO Jla HU +00 HI —0O0 HUje JIMeC.

Y mpBOM CJIy4ajy, He MOYKEeMO HU3Y Jia IPHUIUIIEMO BEJIUUNHY Kao IIPOCTO BPeJI-
HOCT JiuMeca (jep OH 3ampaBo HEje 6poj). Ako xohemo jga My HOPHIHIIEMO HEKY
Benunny, Mopahe To fa Oy/e BeTUINHA Y HEKOM IPYTOM CMUCTY. JenaH, ycTabeHH,
je acumnrorcku pact ¢gpynkmnuje. Ha npumep, xapmunujcka cyma pacre Kao In. Y
JIPYTOM CJIY4Yajy, KaJia HU3 OCIUIyje, HU OBaj HAYMH Meperba BeJIMYNHEe He MPOJIa3H.
TaybepoBcka Teopuja ce y OCHOBH 0aBH yHPaBO OBHUM: DA3JHIATUM HPUHIUIAMA
Mepemba BeJUYHHA. Y3MHUMO 3a IPUMep HU3 ), = LED" Hys asnteprupa n3mehy 0

2
1 1 .
u 1. Jlakne, Bpru ce 0KO 5. To 5 MOXKEMO CXBATUTH Ka0 HPOCETHY BPEIHOCT HU3A:

To je jeman o1 OCHOBHUX TPUHINIIA JI0/Ie/bUBAHA BEJIMUNHE HU30BUMA.

Y teopuju cperahemo ce u ca nmapnujaJHEM CyMaMma:

Hedbunumuja 5.1. Caku HU3 a UMa CBOjy HAPIHUjAJHY CyMy, HU3 S, jeDUHUCAH
Kao:

n
Sp 1= Zai Vn € N
i=1

33
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Heka je caja s nmaprujajina cyma HEeKOr HU3a KOMILIeKCHUX OpojeBa a. Taja:

(1) Ako s xompeprupa Ka L, OHJa KaxKeMO Ja Pel » .~ a; YCIOBHO KOHBEp-
rupa (wim camo Koueprupa) ka L (oo L ce mokiana ca jgedbuHHIEjOM OOUTHE
OeCKOHAMHE CyMe)

(2) Ao pex > - |a;| korBeprupa ka L, OHia KAXKeMO J1a PeJ Y .-, a; AICOJLyTHO
KOHBeprupa ka L

(3) Ako s uMa cBOjy "Tpocediy Beuduiy” , KazkKeMo Ja el » .- a; uMa Llezaposy
CYMY ¥ Taj IPUHIUI/MeTOIa cyMupama ce 30Be Lle3apoBo cymuparbe:

Jedbununuja 5.2. Heka je s mapnumjasna cyma Hmsa a. IlesapoBa cyma pena
Yo a; je neduHncana Kao:

1 aKo OHa MOCTOjU Kaxkemo 3a pej aa je Ilezapo-cymabuiian.

Banacka: Ako pex » -, a; KouBeprupa ka L onga uma u Llezaposy cymy u ona
je, Takohe, jennaka L.

OBo Ham roBopu Ja je llezapoBo cymupame jadue n OMINTHje O/ OOUYHOT CYMH-
pama y CMHCIY Ja je CKYIl HH30Ba KOJH MMajy OOMYHY CYMY CaMO IOJCKYI CKYIIa
Hu30Ba koju umajy LlesapoBy cymy. Cienehe 6utno cymupamse je AbemoBo, Koje je
jom jaue og Ilezaposor:

Hedununuja 5.3. Heka je a nu3 komiiekcHux opojeBa unaekcupan o 0. Hberosa
AbenoBa cyma je nedumHUCAHA KAO:

o0
lim E A"
r—1—
n=0

Cpaku Hu3 Koju uMa LlesapoBy cymy uMa u AGeJOBY CyMy W T€ JBe CyMe CY
ucre. Asim 06paTHO HEe MOpa JIa BazKu:

Hus a, = n - (—1)""! nema nu obuuny nu [lesaposy cymy, aiu uma AGenoBy u
jennaka je ;.

Jlakjte, pen KOju WMa OMNINTH]y CYMy HE MOpa Ja MMa W Mambe OIIITYy CyMy.
Jla 6u mMao W Mame OMIITYy CYMY, TMOTPEeOHO My je jOll HEKO CBOjCTBO, jOIT HEKH
yeaoB. Takas ycsios ce nasuba TayGeposcku ycsios (Tauberian condition). Teopeme
Koje HaBojie Te ycioBe ce 30By TayGeposcke Teopeme (Tauberian theorem). Owne cy
obJinKa: ako pej Hu3a a uMma A-cymy u 3a/10BosbaBa yesoB U, OHjIa pej Hu3a a UMa
u B-cymy, u (yraaBHOM, IITO 12 HE) Te JBe CyMe Cy jeJHaKe MO BPeTHOCTH.

[IpBy Teopemy Tor Tuma je mponamrao u 3amucao Anxdpen Taybep 1897. ronume:
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Teopema 5.1. (IIpsa Tay6epoBa Teopema) Ako je Abenosa cyma peia Ya, jeJHAKA
SH a, = 0(%), OHJIA PeJI Xa, KOHBEpPIupa Ka S.
Teopema 5.2. ([Ipyra Tay6eposa teopema) Pes Ya, KoHBeprupa Ka s ako u caMo
aKO BaxKe JIBa YCJIOBA:

(1) AGesnoBa cyma pejia TOCTOJU U jeIHAKA je S.

(2) =1 k- a = o(n)

Kopesap y cs0joj krousu [1] 2060pu da je npsa Taybeposa meopema ochosa yeae
meopuje

Oxko 1910. rommue Xapau u Jlurasyn cy o6jaBuiu paj (pedepenua ce mosrce
ce nahu y [1]) ca muomrBoM TayGeposckux Teopema u y vact Taybepy ganu ume
teopuju Tayboposcka Teopuja. HajBaxkuuju pesyjiraru y bUXOBOM pajly cy Oujiu:

Teopema 5.3. (J/IuraBynosa Teopema) Ako je AGestoBa cyma pelia Ya, jeHaKa S U
a, = (’)(%), OHJIA el Ya, KOHBEPrupa Ka S.

Teopema 5.4. (Xapau-JIuriasynosa reopema) Iloctoje ne dopmynanuje:
(1) Heka je a HU3 HeHEraTUBHWX peasHux OpojeBa mHiekcupad ox 0. Axo mnpm

r — 17 Baxu:
o0

1
Zan'xn’vl—x

n=0

OHJIa IIpU 1 — OO BazKu:
n
E Qp ~ N
k=0

(2) Heka 3a Hu3 a Baxu ucro mro u y upsoj dbopmyranuju. Ako upu y — 0

BazKH1:
- 1
E ane” ™ o~ —
n=0 Yy

OH/IA, TaKohe, Ipu N — OO0 BaXKH:

n

E ap ~ 1N

k=0
Jpyra dopmynanuja ce jobuja u3 npse yBohemeM cMmene xr = e Y

Kacnuje, thux JB0ojIIa Cy ycIieJiv J1a y CBOjy 3aje THUIIKY Teopemy ybare a,, = Inp u
n06ujy ¥(z) ~ x, eKBUBAJEHT TeopeMu 0 HpocTuM GpojeBuma. [Ipe BUXOBOT ycrexa,
pa3BoOjy TeopHuje TONpPHHENa je YIpaBo MOTpara 3a IITO jeHOCTABHUJUM JIOKA30M
Teopeme 0 npoctum OpojeBuma, jejgHocraaujer o Beh nocrojehux Koje cy HalLm
Xanamvapn u Jla Bane [Tycen 1896. roauue [2]. HajBuie je nonpuneo Maremaruyap
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Burep csojum pagom 1932. [3] IMocae Bunepa, majsehu mompunoc teopuju gao je
3eMmyHckHU MaTemMaTndap Jopan Kapamara yriiaBHOM Tako IITO je MACHBHO YIIPOCTHO
Beh nmocrojehie mokaze Hekux Teopema [1].

300r BeuKe yrmoTpede CTeeHnX peloBa, KOMILJIEKCHA aHAIN3a Ce U3BOjIIA Ko
BPJIO TIOTOHO TJIO 33 Teopujy. MHOru npuHunm cymMupama 1 TaybepoOBCKH YCJIOBU
Cy TPEJCTaB/FEHN Y TEPMUHUMA KOMILIEKCHE aHAJIM3e W MHOTU JOKA3W Ce OCJIAhajy
Ha TPaJINBO KOMILIEKCHe aHaan3e. KoMIiekcHa Teoprja uMa JIBa KopeHa: PaTyoBa
Teopema (crenenu pejopu) u Jlangaose teopeme (IupuxiieoBu penopu) (nomuroe
Kopesap y [1]). damum pasBojem, UCIOCTaBba Ce Ja je MyT J0 TeopeMe O MpPoc-
THM HpojeBuMa 1peko /lupuxjaeoBux pejoa najkpahu u Hajoo/be OJprKaBa OajaHC
u3mehy TaybepoBcke m KoMmILIeKCHe MaTemaTnke. He 3axTeBa mpeBuIle mpea3Hamba
13 KOMILIEKCHe aHan3e, Hu u3 TaybepoBcke Teopuje.

Huje nznenabheme mro je Xapaujy u JIutaByay Tpebasio 1octa BpeMeHa J1a H3BeLy
JIOKa3 TeopeMe 0 IpocTuM OpojeBuMa. CTPYKTypa HPOCTHX OpojeBa U CTEHEHUX pe-
JIOBa IMa MaJIO Yera 3aje JHUYIKOT, 1a je BeoMa, TeIKO 100uTH a,, = In p. Jupuxyieonu
pe/ioBu GJiaro Memajy CTPYKTYpy CTEleHHX pejioBa, a KacHHUje jejHa TaybepoBcKa
TeopeMa 3a JUPUXJIe0BE peJioBe, Koja je anajor Xap/au-/[uTaByjoBe TeopeMe 3a cTe-
neHe pejoBe 3aBpIaBa, JOKa3.

Jemno 6orarcreo xosomopduuX dyaKNHja cy Komujesu unrerpanu. Kommjesn
unTerpa/n u Kommnjesa reopema He CIOMUIBY YHIH-EHUILY Ja CY XoaoMopdue pyHkmuje
aHaJIMTUYKe, 111Ta Bullle, yiupaso KoiiujeBu nunrerpajiu ce KOpucre 3a J0Ka3 Te Teo-
peme. Tako jga, KomujeBu nnrerpa/iu cy HeIrTo OCHOBHUje OJ1 TOCTOjarba TejaopoBor
pa3Boja U TO CBOjCTBO he OUTH jegaH O pas3Jiora 3amiTo hemo »KeJeTn J1a cadyBaMo
xosioMopdHOCT JIupuxIeoBux peaoBa.

Jokasu ceuzr noswamuz Taybeposckux meopema moey ce nwahu y Kopesaposoj
krousu [1]
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JlnpuxjgeoBu peaoBu

Jla 6bucmo 3HaIM 1ITa Tpeda Ja MEhaMo Y CTEIIeHUM pejIoBUMa, Tpeba Jia BUIUMO
IPBO IITA TO HE Bajbd y IHUXOBOj CTPYKTYPH! Y MPUHIHUILY, KEJIUMO Ta MAHHUITYJI-
UIIeMO KOebUuIInjeHTIMa Kao IMITo To Behi 3HaMo 360r reHepaTopcKuX pyHKIHja. AKO
cy a, b u ¢ HE30BH KoeduimjeHaTa crenenunx pegosa pynknuja f, g u h, oHjga je:

(1) (cabupame) ¢, = a, + b, <= h(x) = f(z) + g(x)

(2) (mudepennmpame) b, = (n+ 1)ay,41 < g=Df

(3) bny1 = ap = g(x) - xf(x)

(4) (MHOXKeme, yonmremne Tpelier) [lpu MHOXKewY DyHKIHja KoeduujeHTH

KOHBOJIyUPAajy:

h(z) = f(z) - g(z) <= ¢, = Z abj <= c=axb

i+j=n

Bancra vehemo jako pohu 10 a, = Inp camMo OBUM OCHOBHHM MAaHHUILYINCAFREM
(kao mro 6u Xapau u Jlurtasyg xrean). Merone (1), (2) u (4) Memajy Benmanne
WIAHOBA ¥ 1[€0 CKYIl YIAHOBA MOCe HHuX ce Mema. (1) he Bakuru 3a cBe pejose,
na He Mopamo ja 6puremo 3a To. Oj ocramux, (4) uma Hajsehu moTeHUmjad jep
KOHBOJIYIHja Huje " ToKaaHun” onepaTop (y HEKOM CMUCIY) A MPBEHCTBEHO YKEJUMO
Taj MeTOoJ Jia YOIIITUMO ¥ HPOMEHUMO, aJId TAKO Jla He M3ryOMMo ocraja OurHa
cBojcTBa pepa. Kaga 6GueMO MOIVIH 2 KOPHCTHMO MeToy (2) To 6 3HAYMIO 1na je
pen audepennujadbuiaan. Ipyrum pednma, j1a je xoJoMopdaH; U TO je TO CBOjCTBO
pela Koje YKeJUMO J1a 33PKUMO HAKOH MMpOMeHe KOHBOJIYIIHje.

6.1 Memame pega: KoraBoaynuja
Jla 6ucMo yOIIITHIN KOHBOJIYIHU]Y, Tpeba MPBO Ja BHIUMO OJAKJe OHA IOTHYE.
Ouuriie1HO ce UCIo/baBa IIPH MHOXKEEY JBa peaa. [locmarpajMo caia npousBos jgBa

peja: jenas je a,x”, a apyru b,x".

37
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[IpousBoj jBa creneHa peja MOKEMO Ja 3aIIUIIeMO Kao 30Up IIPOU3BO/Ia CBAKOT
YjaHa MPBOI pelia ca CBAaKUM WIAHOM Ipyror pema. Axo oba pega KOHBEPIUpajy
arcoIyTHO, U 0Baj "npon3soyx’ he KouBeprupaTu anconyTHo (1okazaliemo KacHuje).
3a cTeneHe pejioBe 3HAMO Ja MMajy CBOjy ODJIACT alcoJyTHe KOHBepreHiuje (ako
YOIIIIITe KOHBEPIHPAjy HA HEKOM JMCKY OKO HyJIe). 3aTo, J00HjeHe YIaHOBE MOYKEMO
YPeIUTH Kako roj xkejumo. /lodujene dmanose, obauka ma™, MOXKEMO yPEJIUTH 10
n, y Heonaaajyliem nmoperky (1a n He onaja, Kao MITO HHAYE U 3aMUCYjeMO CTeleHe
pesose). Ynanosa obauka ma™ 3a GUKCHO N MMa KOHAYHO MHOTO, MA je BIXOB 30Up
J100po Jedunncan: Heka ce 36up KoeduimjeHara y3 mwHUX 30Be ¢,. /la He OucMo Buiie
myTa nucaan x’" mucahemo camo ¢, x" oajeiHOM, 1TO je Beh 30up cBuX WiaHoBa ca x'.
YKynHa cyMa ce OBHMe He Mema. 1ako JA00mjamo KoedUIMjeHTe 32 TPOU3BOJ JIBA
crerrera peja. x" he ce nojaButu Mel)y HOBUM 4/JIaHOBUMA KaJl TOJ je 30Up cTeleHa
YIAHOBA KOje MHOMKIMO jeHak n; o' -1/ = 2" & i+ j=mn,majec, =y, . aib;.
Hus ¢ je komBosynuja Huza a u Hus3a b. CTpyKTypa Te KOHBOJIYIUjE 3aBHCH O]
aJINTUBHE CTPYKTYpe cKyna crenena, INg.

Ako mpomenuMmo ckyn crenena (ga e 6yie suiie INg), npomenulie ce u mwerosa
aJMTHBHA CTPYKTYpa M, THMe, CTPYKTYpa KOHBoJyuuje. Miasbe, Taj HOBH CKYII,
HA30BUMO Ta L, Mopa Ja 3310B0/baBa HeKe YCJI0BE:

(1) ma je mogckyn R

(2) ma cBe BeroBe egeMeHTe MOXKeMO Jla ypeaumo y pactyhu wus (Hus \)

(3) nma Gyme 3aTBOpPEH ca cabuparmeM (1a O CBAKH HOBOHACTAJIU YJIAH UMAO CTe-
ned u3 L u Tako 1eo HOBH pej 610 pej ueTor Tuia, tuna L)

(4) na cagpxku Hyay (6e3 HyJe, CKYI CBUX peloBa THIA L ca MHOMKEHEM I'DaJii
HOJIYIPYILY; €a HYJIOM Ipajy I'PYIY; Pa3IuKa je y HOCTOjaiby HEeYTPAJHOI M HH-
BEP3HOI pe/ia)

U3 oBa "eTupu ycjaoBa cIeaud W Taj Ja HUjeJaH eleMeHT n3 [ HHUje HeraTHBaH
(ocobuna §). TlpermocraBumo cympoto: Heka je h < 0y L. Onga je 3a cBako n
u3 IN, nh Takohe y L (360r (3)) na uadumym ckyna He mocToju = (2) HHje TadHO.
Konrpanukiuja.

6.2 Memame pega: Xos1oMOp@dHOCT

[Ipeu mpobsiem koju ce mopa jaButu ca O6uiao kojum ckynom L # INg je xoso-
mopduocT: x! je xomomopdno y 0 ako m camo axo je t € INg. 3a cse ocrane t, x*
Huje xoaoMopdHo y 0:

3a om0 koje h # 0 u3 C u 6mwio koje t u3 R, moxkemo nanpasutu gedununm]y 3a
z' Tako ja je x' xomomopduo y h. Jemuno 3a h = 0 #He Mozkemo = 0 je CUHIyIapUTeT.

Kommosunuja gse xosoMmopdue dpyHKImje je onmer xogoMopdHa (DyHKIHja. 3aTO
YMECTO T MOKEMO IHCATH HeKH JApYrd n3pa3. Ako 0memo o' NpBo KOMIIO3HTOBAJIN
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ca HekoM (YHKIHjoM Koja je xosomopdua Ha mesom ckyny C u koja ciauka C y
C \ {0} orapacunu 6ucmo ce oBor cunryiapurera. CHHTYJIAPATET HAM CMeTa jep
ca mUM heMo MOXKJIa OUTH TMPUMOPAHU Ja HHTErpaauMo 1mo PHMaHOBOj MOBPIIH.
Haszosumo takBy dynknujy mro npecankasa Cy C\ {0} croBom g. XomomopdHroct
3ajJprKaBaMo 300 MMocTojama u3Boja. Jla OucMo MOrIM jia NpUMemYjeMO MaTOLy
(2), usBox pena tuna L Tpeba ga Oyie, MOHOBO, pej Tuna L. 3a c¢Bako i Tpeba Ja
MOCTOJH j TAKBO Ja je

di (z)N = const - g(x)™
x

30or mpousBosbHOCTH CKyHa L, 6mio 6u Hajoobe 1a A; He 3aBHCH O \; HJIH Ja Cy
OapeM OHM jeJHAKH, Tj. Ja je J =i

d A _ a o 9@ d i
. (x)" = const - g(x)" < S const < %ln( g(z)) &

& )\idim In (g(x)) = const

[Tormrro je ¢ mpou3BoJbHO, crennjatan cayuaj A; = 0 moxkemo u3ocrtauru. Craean na
je

d
— In (g(x)) = const
——n(g(x))
WuaTerpaaumo:
In (g(z)) = x * const
ExcrnonenTyjemo:
g(l’) — ex*const
buhe naj6esbonnnje ma yamemo const = —1. Hamum cmo dyuknujy g! OyHKimja
A

e~ " je xomomopdHa Ha mesgoMm C 3a ¢cBako A, IITO 3HAYM JIa OHA HHUjegaH Opoj x He
cmuka v 0. A u3Box e dyHkImje je:

%ex/\i R
Judepennupame peja cuymra cremneHe y Koeduiujenre.
Cajia MOKeMO HAIUCATH OMINTH OOJINK pejia, Tako3Bauu onmmtu Jlupuxieos pe:
Hedbunnnuja 6.2.1. Oumru JupuxiseosB pen D(), a, s) je nedunucan Kao:
o0 o0
D(\a,s) = Zane Suma D(A, a,s) = Zane

=0 =1

rje je:



40 6. dupuxjeoBu peoBU

S - apr'yMeHT pejia: KOMILIeKCcaH Opoj, pejl je YBeK (pyHKIHja o1 S
a - KoepuIjeHTH peja: HU3 KOMILIEKCHUX OpojeBa
A - TUIO pefa: pacTyhu HU3 MO3UTHBHUX PeaJHUX OpojeBa

[Turre ce camo D(a,s) ako ce tun Beh 3Ha waw noxpasymesa, win f(s), Kao
dyHKIM]ja 011 S, aKO ce u KoedUIHjeHTH 3Hajy WU 0/ Ipa3yMeBajy.

6.3 Cxkyn L

Xajue na caga Beh ogpemumo ckyn L. Mu »KeJquMo J1a UCTParXKyjeMo MyJITHII-
JMKATHBHY CTPYKTYPY ckyma IN (He aIuTuBHY ), T1a YKeJUMO Ja aIATUBHA CTPYKTYPa
ckyna L Oyme ucra Kao MyJTHILUIHKATHBHA CTPYyKTypa cKymna IN (360r KoHBOsIyIHjE).
Muozkeme Ha CKyIly TpHUPOJHUX OpojeBa je m3oMopdHO ca cabupameMm Ha CKYILY
JorapuTama TMpUpogHUX 6pojeBa. Jep, 3a ce x,y u z w3 C (He camo IN) Baxkwu
xy = z < In(z) + In(y) = In(2). Hakmae, L = {Iln(n)|n € N}. Oakas ckyn L 3aj0-
BOJbaBa CBa deTWpHu ycaosa. Iupuxieos pen tuma L ce 30Be mpocto /lupuxieon
pe/i, odbuvan Iupux/ieos pej:

Hedbununuja 6.3.1. Jupuxisueon pen D(a, s) je nedunucan Kao:

o0

o0 [0.9]
o —s\In(n) _ In(n)y—s _ n
D(a,s) = Zan(e s)in(n) — Zan(e n(n)y=s — "
n=1 n=1 n=1
rjae ¢y a U § KoeHUIUjeHTH U apryMeHT pefia, Kao U y ommnTuM upuxaeoBuM pe-
JOBHUMA.

6.4 JIupuxJjieoBa KOHBOJIyIIHja

Xaje caa ga BUAMNMO KaKaB omepaTop cMo aobuiru. MHoxkKeme aBa /lupuxmeoBa
pe/ia je nzoMopdHO NpuMemuBamby JupuxieoBe KOHBOIyIMje Ha KoeduimjeHTe ta
JiBa, peja.

Axo je D(c,s) = D(a,s) - D(b, s), onga BaxKu:

Cp = Z aib]‘ = Z Clibj = Z aibj

Xi+Ai=An In(é)+In(5)=In(n) tj=n

bBuhe snakmie jga ucnuryjemo IupuxijieoBy KOHBOIYIIM]Y aKO je 3a o4derak JeduH-
UIIeEMO KO ONepaTop:
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Hedbunanmuja 6.4.1. IupuxieoB KOHBOJIYTOP * je OMHAPHH OlEpaTOp Ha CKYILY
HU30Ba MHAEKCHPaHuX o1 1. 3a Hu30Be a u b, HU3 ¢ = a * b je neduHucan:

c:a*b@cn:ZaiijnE]N
1J=n

KomyTtatuBHOCT 11 acONUjaTUBHOCT cJae/e U3 KOMYTATHBHOCTH U aCOIUjaTHBHOCTH
cabupama Koje ce jaB/ba UCIIOJ CYMe U MHOYKEeHha KOje Cce jaB/ba y CyMHU.

Teopema 6.4.1. /IupuxeoB KOHBOJIYTOP je KOMyTaTHBaH

Joxas. CBaka KOHBOJIyIHja je KoMmyTaTupHa. (BO CBOjCTBO JHUPEKTHO CJIEIN W3
KOMYTATUBHOCTH Cabupatba U MHOXKEHhA:

(axb), = Z ab; = Z a;b; = Z biaj = (bxa),

Ai+Aj=An Aj+Ai=An Ait+Aj=An

Y 1npBoj TpaHchopmalujn cymMa camMo CMO TMPENMEeHOBAJIM WHJIEKCe, 3aMEHWIN UM
uMeHa. ¥ JIpyroj TpancdopMalujd ¢cMO 3aMEHUJIH MecTa JiaMOJgaMa U YUHHOIIMA,
y CYMaHJIy ¥ TO CMO MOIVIH 3aTO IITO CY cabuparmbe W MHOXKEIhe KOMYTATHBHE OII-
epanyje. L]

Teopema 6.4.2. /lupuxaeoB KOHBOJIYTOP je acONUjaTHBAH

Zloxa3z. VI3 ucror pazjora, y3 aconujaTUBHOCT KOHAYHAX CyMa:

(@) x)u= D (axblper= > (D aibj)a-

= E < E a;b; ck> = < E g >aibjck = E a;bjcy,

Caﬂa U3 UCTUX DPA3JIOra KaO MaJIOIIpe MO2KEMO Ja ME€IbaMO MeCTa MHIACKCHMA!

= (axb)xc=(cxb)*xa
[

Hedunnnuja 6.4.2. 3a 1Ba Husa a u b jedpuHUIIEMO HUXOB 30U U HPOU3BOJL, KAO:
(a+b), :=a,+ b, (@-b), :=ay- by,

CBaka KOHBOJIYIIHja je IHCTPUOYTHUBHA ca +.
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Teopema 6.4.3. /Iupux/ieoB KOHBOJIYTOP je AUCTpUOyTHBaH ca +.

Joxas.
(a * (b + C))n = Z (lz(b + C)j = Z (aibj + CLiCj) =

/\i+>\j:>\'n )\i+>\j:>\n

= Z ab; + Z a;c; = (axb), + (ax*c),

)\i+)\j:)\n )\i+)\j:>\n

]

Teopema 6.4.4. Muoxkeme ca TONTYHO MYITHILTUKATUBHOM (byHKImjoM h : N — IN
je mcTpubyTUBHO ca *.

Lloxas.
((axb)-h)n = abjh(n) =Y a;h(i)o;a() = ((a-h) = (b)),

1j=n 1J=n
O

Teopema 6.4.5. /lupuxsieoBa KOHBOJYIHja JBe MyJTHILIMKaTHBHE byHKuje (1Ba
MYJTHILTHKATHBHA HU3a) je MyJTHIUIHKaTuBHA (DyHKIHja Takohe (MyITHILIMKATH-
BaH HU3).

Jloxas. Heka cy a u b gBe myarunjinkarusie pyHKIuje n HeKa je ¢ = a* b. Heka je
n € IN npoussosbro. JI0BO/BHO je JI0OKa3aTH jia 3a y3ajaMHO npocte £ < nu y < n
3a Koje Baxku xy = n Baxku u c(z)c(y) = c(n):

clx)ely) = Y a(@b(s) - Y al@b(d) = D a(dp( ) - D alda)b( )
ij=a ij=y dilz daly
[TomTo ¢y MHAEKCH HE3aBUCHU MOYKEMO CIIOJUTH CyMe:
c(x)cly) = Za(dl)b(%)a(dg)b(dﬂz)
di|z

daly

T WYy Cy y3ajaMHO mpocTH, mma ¢y u di u dy. Cama, 300T MyJTHILIMKATHBHOCTH
dyuknmja a u b caean:

c@)ely) = Y aldd)b( )

dilz
daly
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[lomTo cy x u y y3ajaMHO IPOCTH, MOXKeMO pehu:

(1) Ba cBako dy mro gaenu T u dy WTO JAeau Yy, upoussos d := didy nenu n = xy.
(2) Cpako d koje mesn n ce MOKe pa3bUTH Ha jeJIMHCTBEH HAYNH Ha /(B JIEJIHOIA:
d = dydy TakBa na di|r u da|y.

ITa je /lekaproB 1pou3BOjI CKylia jejuorna Opoja x u cKyua Jejuona Opoja y
cKy geanona Opoja n jep ce m3melhy BUX MOXKe YCIOCTaBUTH OMjeKIIrja. 3aTo CyMy
MOYKEMO 3aMKUCATHA KAO:

cw)ely) =Y a(dg&)b(ﬁ) -y a(d)b<g) — (a * b)(n)

dilz din
daly

Teopema 6.4.6. ITocToju HEyTpaJIHM HU3 € TaKaB Jla je 3a CBaKW HU3 a:
axe=c*xa==¢

Joxas. lokazkumo

Pauynamo konBoJtyIujy:

(axe), = Zé(d)@(%) =a(n)

dn

DyHKIMja € je cByJa jaJHaKa HYJIa OCUM V JeJUHUIIN 3aTO MITO je jeIMHUTIA HeYyTpaJs
3a MHOXkKeme. JIpyrum peunma, In1 = A\; = 0 u 360r Tora cmo pekJiu jia nu3 L Tpeda
Ja caJipxku Hyy. llpumernmo Ja je € NOTIyHO MYJITHUIUIHKATHBHA (DYHKITH]A. O

Hedbununuja 6.4.3. dedpunumenmo unpeps f ' 3a cBaky yHKIH]Y f Tako Ja
BaXK1

frft=f"xf=c¢
Teopema 6.4.7. uBep3 cBake pyHKIH]E je jeIMHCTBEH aKO IOCTOjH.

Zokas. llpermocrasumo ja dpynknuja f uMa aBa pasjaumdauTa waBep3a g u h. Vmamo:

6:f>x<g:f>x<h/g*

= gx(fxg)=gx(fxh)=(gxf)xh=exh=h
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A ca gpyre crpaHne mMaMo:

g*x(frxg)=gxe=g

= g =h Uu KOHTpaJUKIHja

Teopema 6.4.8. 3a cBake aBe QpyHKIHje f U g KOje UMajy CBOje HHBEP3E BaKH
(f*g) ' =f"xg"
Zlokas.
Jlheg =g tw T = (frg)  x (frg)vg e =
= (fxg) "k (fx(gxg ™) fT) = (frg) " *(frexfT) = (fxg) xe=(f*g)"
[
Teopema 6.4.9. Cpaka dyukuuja [ uMa cBoj WHBEpP3 ako u camo ako f(1) # 0.

Zoxas. Heka je g unsep3 dpyuknuje f. Mmamo:
1

e(1) = f(1)g(1) = ¢(1) = )

3ato g uje nedunucano u venocroju ako je f(1) = 0. Ioapasymesajyhin ga f(1) #
0, mmamo Ja 3a cBe 1 > 1 BaxKu:

e(n)=0= Zg(dﬁ(g) =g(n)f(1) + Zg(d)f(g)
dln d|

d<n
= g(n) =~ > (@) (%)
gn) = ——3 [ -
7y 2=
d<n
OBom dopmysiom moryhe je pexkyp3uBHO jgedUHUCATH ¢ HAJIABE, 38 CBE N. O]

Teopema 6.4.10. MuBep3 dyukiuje [ je MyJTUILIIKATHBAH aKO H CaMO aKo je u f
MYJITHILTAKATABHA DYHKITH]A.

Jlokas. Heka je f 3a noderak My ruILIMKaTUBHA (DYHKIHMjA. 33 CBE MYJITHILIMKA-
tusre Gynknuje f Baxku na je f(1) = 1. Cama pekyp3uja 3a HHBEP3 IJIACH:

g(n) == gl)f(5)

dn
d<n
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[IpeTnocTaBuMO cynpoTHO 3a MyITHILIUKATUBHO f. Heka je n HajMamu mpupojian
Opoj TakaB Ja MOCTOje HEKH Y3ajaMHO TPOCTH a u b TakBu 12 je ab = n u g(a)g(b) #
g(n). Jlpyrum pedmma HeKa je g MyJITHILIMKATHBHA 10 N W HHUje Y 7N, Ja 34 CBe
y3ajaMHO Tpocre a u b 3a Koje je ab < n Baxu g(a)g(b) = g(ab). Ounrmenso je
n > 1. @ukcupajmo n, a u b. mamo:

0= cln) = <(@=(t) = S gl ()3 ot f(5) = S ot s (5)1 ()
dalb

dila

NzbanmmMo mocjIe i YIaH HamoJbe:

dila
dalb
did2<ab=n
Ha ckymy 6pojeBa KOju ce OMUEbY ¥ CyMH Kao uHjaekcu obe dbyukuuje (v g u f) cy
MYJITHUIIJIMKATUBHE. BaTO X MOZKEMO CHajaTI/IZ

0=g(a)g(b) + Y gldids)f %2)
dila

da|b
didao<n
[To mcrom aprymeHTy 3a Jeanolie y3ajaMHO TPOCTHX OpoOjeBa KOju CMO HaBEJH y
JoKazy TeopeMe 6.4.5, MOXKeMO YIIPOCTUTHU UHJIEKCE:

0= g(a)g(®) + > gld)f ()
dln

CaJta Mo2KeMO Jla yOAIUMO HOC/Ie/IIbU eJIeMEHT:

n n
0= g(a)g(v) + Y gld)f (5) = gl@)g(®) = g(n)f(1) + 3 g (%) =
d|n d|n
din |
9(a)g(b) — g(n) +e(n) = g(a)g(b) — g(n)
= g(n) = g(a)g(b)
JlokazaJin cMO Jia je MHBEP3 MYJITHILIUKATUBHE (DYHKIIHje TaKOhe MyITUIIINKATHBHA
dyukmmuja. Cana nam npeocraje jgpyru cmep. IlpermocraBumo j1a Heka HEMYJITHII-
MMKaTuBHA (PYHKIMja [ MMa MyJTHILIMKATHBAH HHBep3 ¢. [lokazaau cMo Ja je g '
MyJITHILTHKATHBHA dyHKImja, ma 36or ¢! = (f~1)™! = f cream na je f mynrn-
IJIMKATUBHA = KOHTpauKiuja. VuBep3 Hemyarumimkarupae pyHKuje je takohe
HEMYJITUILTUKATUBHA, (DYHKITH]a. O
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Teopema 6.4.11. Axo je f normyuno myarumaukatuaa dbyHknuja u ako g(1) # 0,
OHJIa BayK1

(f-9)'=f-g"

Jloxas. Tlo Teopemu 6.4.4 e y3umamo na je h = f mobujamo:
(f-g7)*x(f-9)=1F-(g7"*9) =f-€=<€/*(f-g)‘1

= (fg )= 9"
[l

Hedbunnnuja 6.4.4. 1 : N — IN je ¢dyunknuja nedunucana Tako Ia je 3a CBaKO
n € N, 1(n) = 1. Ilpumerumo ga je 1 MOTIYHO MYJITHILTHKATABHA, (DYHKITH]A.

Hedununuja 6.4.5. Mebujycoa pyukmuja p: N — R je pynknuja nedpuruncana
Kao unBeps: = 17!

Teopema 6.4.12. MebujycoBa pyHKIHIja ce MOXkKe jie(pUHUCATHA HA JIPYTH HAYUH:

1, aKo je n 6eckBajipaTaH Opoj ca HapHO MHOI'O IMPOCTHX JeJIAJIANA
pu(n) = ¢ —1, axko je n 6eckpagparal Opoj ca HeNapHO MHOTO IPOCTUX JICTHIAIA
0, aKo je n JIeJbUBO KBa/IPaTOM HEKOT IIpocTor Opoja

Joxas. Tlo Teopemu 6.4.10, p je My ATUIUIMKATHBHA (PYHKIHMja, IMITO 3HAYU A j€
neduHICAHA TTPEKO BPEIHOCTH caMo y Tadkama pF. 3a mpocTo p nmamo:

up) ==Y w1 (L) = =37 u(d) = —u(1) = -1

dlp dlp
d<p d<p

3a crenene mpocTux 6pojesa pF mobujamo:

p(") == uld) == > pp*)=—p)—pup)— D> pp)=0- > up’)
d|p* 0<s<k 2<s<k 2<s<k

Ba p? ce nobuja p(p?) = 0, a UHAYKTUBHO U 3a cBaku ciegehu cremen p* ce g06uja
u(p*) = 0. 36or myrrunmuxarusrocTn Mebujycose dbyHnkmmje, 3a GeckbaapaTHe
opojese j100ujamMo:

11(n) = pu(p1pa--Puiny) = 1(P1)(P2). . pt(Puny) = (—1)=™
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Teopema 6.4.13. 3a noTnyHO MYJITHILITHKATUBHE (DYHKIHje [ BayKu
fl=n-f
Zoxas. [lokas cineam mupekTHO U3 Teopeme 6.4.11:

f=nt=f 1 =

Jenna qupexktHa nocjaeauna came gepunuiuje Medbujycose dpyukiuje je:

Teopema 6.4.14. MebujycoBa nuaBep3uja. 3a dyukinuje g = 1 x f 3a dyuknuje
f 1 g BaxKM uMILTHKAIHIja:

(Vn € N)g Zf — (VneNN)f Zu <>

d|n d|n
Zoxas. upextHo ciaean no jgedpununuju Mebujycose dpyHKIHje:
f=1""%Ixf)=pnxg
0

Maso nmemnTynTuBHuja mociaesuna MebujycoBe mupepsuje je ciaeneha Teopema
KOja ce MHOTro derithe KOpUCTH 300T JIOCTYIHUjE CyMe:

Teopema 6.4.15. I'enepanu3zoBana MebujycoBa muaBep3muja. Ogmocu ce Ha
koMmiutekcue dyuknuje F' u G nedunncane va maTepBaIy [1, +00):

(Vo > 1)G ;F() = Mz >1)F Z,u <>

Joxas. Tlpommupuhemo obsact gedunucanoctn dpyuknuja F n G Ha nemro R Tako
mrro hemo crasuru ja je F'(z) = G(x) = 0 3a cBe x < 1 ga 6u cyme nobuse 00/IuK:

(Ve > 1)G ZF() = Mz >1)F Z,u <>

OBe cyme cy KOHadHE jep MMajy KOHAYHO MHOTO He-HyJa cabupaka, MaKo HA MeCTy

. . -
ropme rpatuie croju 6eckonaunoct. Crapbajylinm £ Ha MeCTO HKca y yCJIOBY J0OH-

()~ 5 r(5) - T ()

nlm
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Kopucrehn ope 3anuce jokaszaheMo TeopeMy OTIIO3aIH:

>t (7) = Suie S #(7) -
=SS (L)

n=1 n|m

[TormmTo cabupaka 3ampaBo UMa KOHATHO MHOT'O, MOKEMO J1a IIPErPYIIUIIEMO 10 BOJBH.
Omnu cy caga rpynucanu mo n. ['pynmuimumo ux no m:

- x - x
() - ()
Y npyroj cymm uiaan F' (%) je KOHCTaHTa Ta MoxKe m3ahm ucmpe:

> e () = 3 F () S -

m=1 n|m

M8
T
—~
3=
NG
|
T
&

m=1

6.5 IIpaBmame: KoHBosynuja

Teopema 6.5.1. Ako D(a,s) u D(b,s) KOHBeprupajy amcoJyTHO 3a HEKO S, OHJA
3a TO UCTO S U BUXOB pou3Bog D(a * b, s) KoBeprupa ancoaytao u D(a x b, s) =

D(a,s)- D(b,s)

/loxas. TlpousBoj jaBa peja JApyradnje MOXKeEMO 3alIHCaTH Kao:

oo (£7)(£2)-£(E8)

n=1 n=1 n=1 m=1
Z Z Z Z an -
ns ms nm
n=1m=1 n=1 m=1

CAM4HO, TOIMITO Cy PEJIOBU U alCOMIyTHO KOHBEPTEHTHHU, MMAMO Jia CyMa

Yo > (anby)/(nm)?®] mocroju. Tlo Teopemu 3.2.3, wnanose (a,by,)/(nm)®
MOZKeMO OGUII0 Kako nopefaru y Hus u cyma Tor peja he 6uru jeanaxa D(a, s)-D(b, s).
Hmamo:

D(a, s)D(b, s) ZZ a"mzz PS D(ax*b,s)

P=1nm= P P=1
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6.6 QOjaepoB npou3Bos

Kana cmo 300r KOHBOJTyIIHjE YV pejioBe yOAIUBAIN MYJITHILINKATUBHY CTPYKTYPY
HPUPOIHUX OpojeBa HHUCMO peKJIM INTa Tpeba Jia odeKkyjemMo. YOaluIu CMO je TeK
tako. lemeparopu rpyme (IN,:) ¢y ympaBo mpoctu Gpojesu. MynrumimkaTusme
dyuKImje cy Te Koje cy Mame-puilie ojipehene cojuMm reneparopuma. Mambe-Bulie
3aTo mTo ux He ojpehyjy camo npocTtu OpojeBU, HETO W CTelNmeHu MpocTux Opojena:
p,p%,p%, ....p%, ... Ojnepos mpomsBo MOKa3yje KaKBY Be3y MMajy KOHBOJIYIUja W
regepaTopu. jaepoB IPOU3BO/I pacTaB/ba PeJl Ha CBOje TeHepaTope.

Teopema 6.6.1. OjaepoB mpousBox. Heka je ¢ : N — C myaruninkaruBaa
dbyukmuja. Axko je 3a s € C pen D(p, s) ancosyTHO KOHBEPreHTaH OHJIa Ce OH MOKe
pPaCTaBUTH:

1T — o(0") < ¢(n)

sk s
p n=1 n

p k=0

rjie je MpOM3BOoJl M0 CBUM ITPOCTUM OpOjeBUMA, P.

/loxaz. Heka je 3a cBako mpocTo p:

©(n), n =p*s3amnexo k € Ny
pp(n) = 0
, uHage

Teopema mocTaje eKBUBaJIEHTHA Ca:

ﬂ_lbl_rgo H D(QOP,S) = D(S[)?S)

p<m

Ckyn wianosa peja D(p,, s) 3a cBaKE IpocT 6poj p je caMo IOJCKYII YWIAHOBA Pela
D(p,s) koju je amcosyrHo KOHBeprenrtas, ma je 36or tora u pes D(p,,s) takobe
arcoyTHo Koupeprearan. Cajaa, mo Teopemn 6.5.1 3a cBakKo m BazKu:

1 D@y s) = D(am, s)

p<m

LIe j€ Ay, = P2* P3% ... %y , & OPOjEBH P1, P2, ..., Py CY CBU IIPOCTH OPOjeBU MaIbU HJII
jemmaku m u mMa ux ykymnuo v. o ucroj Teopemu, taj pea D(ay,, S) je ancoayTHO
KOHBEpreHTan. 300r acolujaTuBHOCTA KOHBOJIyIHje, 3a cBako k € IN Baxu:

an(k) = D 0p (1) ppaliz)- 0, (i)

1112...5y=k
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Kaj roj i; Huje cremen mpocror 6poja pj, <pp(z'j) je jennako 0. Tako ma, TOBOJHHO
. . . . . S

je Ja riaezaMo caMo OHe %; KOjU Cy CTeleHH Tor IpocTor Opoja: i; = pjj, 38 HEKO
Sj € INy:

am(B) = Y e®)e®)...op))

P2l =k

[Io ocHOBHO] TeOpPEMHU apUTMETHKE, 33 CBaKO Kk IOCTOjH jeIMHCTBEHA (paKTOPU3AIU]ja,
Ha npocre opojese k = pi*py?..pit. Ila, ako y dakropusanuju 6poja k ydecrsyje
Heku npoct O6poj Behu o m, ycnoB ucnon cyme Hukas Hehe 6utn 3am0B0sbeH (jep,
KaJ 6m O6uo, To O6u Ouia apyra dakropusanmja 6poja k), na je taga an,(k) = 0.
AKko y dakTopu3anuju yuecTByjy camo npoctu opojeu He Behin oa m omga he yciaos
HCIIOJ cyMe GUTH 33/I0BOJbEH TAYHO jeJAHIIYT, U TO KaJa je s; = oy 3a cBako j < v.
Jakme, y Tom caydajy Baxku an,(k) = ¢(p")e(p3?)...o(pSv), mro je 360r MynTHII-
JMKATHBHOCTH QyHKIHje ¢ jenHako: o(pitps?..p%) = ¢(k). Iomro cy 3a cBaku
6poj k < m WeroBu NMpPOCTH YUHHUOIM Marbd WM JeJHAKH 771, IMaMO Ja 3a CBAKO
k <m Baxu a,,(k) = p(k). A, 3a k> m nmamo win a,,(k) = 0 win a,,(k) = ¢(k).
Ha 6u ammec u3 Teopeme 6uo D(yp, s), paziumka Tor pega u napumjaguor D(a,,, s)
Mopa Jda Texku Hyan. [locmaTpajMo paszauky:

D(p.s) = [] Doy ) = D(rm, s)

p<m

o(k)

ks
[Tomro peg D(gp, s) alcosyTHO KOHBEPrupa, MOKeMo pelin jla OH alcoJlyTHO KOH-
Beprupa HekoMm 6pojy A. Tlpema Towme,

S CUER LIS iy

n=m+1 n=

rrn(k) ‘ <

ks

Jokazamm cvo ja Baxu 1, (k) = 03a k < m, a 3a k > m umamo

n

D6.9) = TT Pl )] = [Pl s)] < 3 [

p<m

Kaj m — 0o, jecHa crpaHa Texku HyJiM, 1a u pasauka D(r,, s) Texu HyJu. O

[Tomro je siorapuraM jpudepenHnujaduina U HENpPeKuHA (PYHKIUja HA JOMEHY
C\{0} (6ap je merosa PumanoBa noBpiir), HOTIYHO OIPABIAHO CMEMO J1a 00e CTpaHe
OjsrtepoBor maeHTHTETa CTABUMO TOJ Jjoraputam. Jlorapwram he mposasutu Kpo3
mumec. Jemunu yesios je na D(g,s) # 0 3aro mro joraputaMm Huje jedUHHCAH
jeIMHO y HYJH. 3aTo, Ka0 W y MOYeTKY OBOT pajia, Ja OMCMO W3IBOJHJIH MPOCTE
Opojese y 00JIMKY cyMe, a He IPOU3BO/IA, JOBOJHHO je Jia JIOrapuTMyjeMo 0be crpaHe
Ojnepopor mpousBoga. 1o je jenan HaunmH ga w3ABOjuMO mpocte Opojee. Ca apyre
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crpane, oBaj Ojiepos ugenturer Beh mokasyje omjeHOM Kako ce cBako Inn (a He
caMo jeJIHO) pacTaBjba Ha MpocTe Opojene:

Inn = Zailnpi

Oy jeanaunny y OjaepoBoM HAEHTUTETY HUCMO HU]ETHOM eKCIIUIUTHO HAMUCAJIN
y OBOM OOJIMKY, aJIli OHA Ce WIaK HAJIA3W Y HheMy: y cTerneHuMma peaosa. Ca jecHe
CTpaHe MJICHTUTA, Y CTEIEeHUMA ce HaJja3e JIoOTapuTMu Inn, a ca jese cTpane HJIeH-
TUTETA ce HaJa3e JOTapUTMH MPocTuX OpojeBa «In p 3a cBaku mpoct 6POj p U CBaKU
OB CTEIEeH (v. 3aT0 He MOPAaMO & JIOTAPUTMYjeMO €0 HJAECHTUTET OHOBO J1a
OoucMoO W3ABOjUINM IpOCTe OpojeBe, oHU Cy Beh m3apBojeHn y cremennMa. CreneHe
3a JlupuxjeoB pea cMO ympaBo Tako W OupaJu. Bupaam cMo ux Tako ja HHUXOBa
QJIUTUBHA CTPYKTYpa Oyje HCTa Kao U MYJITHILIMKATHBHA CTPYKTYpa HPUPOIHUX
opojeBa. I3 ucror pasjiora cMoO YBeJIU JIOTADUTAM Y TIPUYY B Y YBOJIHOM, €JI€MEeH-
tapaom genay. Otyga ce Jjorapuram 1ojapibyje n y UebumensbeBoj dyukiuju ¥ u
y oBom JlupuxjeoBom pemy. Camo mTO ce y OBOM peiy IOjaB/byje y CTeNeHnMa,
a He y KoedwuIMjeHTHMa, Kao MTo je morpedbno 3a TaybepoBcke Teopeme. AJim,
cpehom, 3HaMO jia cTeneHe MoxKeMo Jia ciuyctuMo Mely koedunujente audepeHinu-
pameM peja. Tako ja, mOMTO ¢MO JjorapuTaM Beh yBen y mpudy Ha IyTY J0 OBOT
Oj1epoBor maeHTHTa, HEMa MOTpebe U He Tpeba cala MOHOBO Ja KOPUCTHUMO JIOTa-
putamMm, Hero Tpeba na audepeninupamo pej. Illta ce Taga pnodbuja Bugehemo masio
KacHUje, y JeJIy IJe ce JIoKa3yje Teopema O IMPOCTHM OpojeBMMa, a caja MOpamMo
JIa OIIPaBJAMO TO CIYIITAIbe CTEIleHa U Jia JIOKAXKEeMO CBa IIpeocTaja XoJoMOpdHa
cBojcTBa /InpuxeoBux pesoBa.

6.7 IIpaBmame: XosgomopdHOCT

[Touehemo ca obnamhy nedunucanoctu peaa. Pen je medpunmcan tamo rie KoH-
Beprupa. JlupuxjieoB pej, Kao U CTENEHU Peji, UMa CBOjy 00JaCT U I'DAHUILY KOH-
BepreHnmje. 3a caydaj CTelneHor peaa, Ta 00JIacT je KPyTr, a TPaHMIa je KPyKHHUIA.
[TonympevHuK Te KPYKHHUTIE 30Be Ce paJIjyc KOHBEepTeHIuje pefa. Teopema Kaxke Ja
y CBUM TadKaMa Y YHYTPAIIHOCTH TOT KPyTa CTeNeHH PeJl KOHBEPIUpa, a y CIIOJballl-
IbOCTH JIMBEPrUpa, JOK je Ha I'PAaHUIM HMOoHaIame peaa Heojapeheno. Kao mro cre-
IIEHU PEJIOBU UMAjy CBOj PaJujyc KOHBepreHiuje, Tako u JAupuxaieoBu pejioBu umajy
CBOj aHAJIOT TOj TPAHUIM, aDCIUCY KOHBEpreHIimje. 300r cMeHe T = e~ °, rpaHH4YHa,
KPYKHUIA Ce CJUKA y BePTUKAJIHY mnpaBy. OUeKWBAHO je Ja MOCTOjU TpPaBa TaKBa
J1a JIeCHO O e pesl KOHBeprupa, a JeBO O e auBeprupa. Jlokasm ma pen au-
Beprupa y TadkaMa ca HeraTUBHUM PeaJTHUM JIeJI0M, Kao M JIOKa3W HEKHX JPYTuX
cBOjCcTaBa pejia y TUM TavykKaMa, Cy HAllOPHU U, y HAIleM cjiy4ajy, Henorpedbuu. Hu
y JeJIHOM KOPaKy Ce He IMOMUIbY PEJIOBH KOju cy JebUHUCAHU JIEBO OJI UMAaruHapHe
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oce HUTHU C€ HCIHTY]Y IbUXOBa aHAJUTUYKA CBOjCTBA Yy TUM TadkaMma. /Jloxazahemo
caMo Ja abcimca Jeno oapehyje medpuHECAHOCT pefa y TauyKaMa ca IIO3UTHBHUM pe-
AJTHUM JeJI0M. Y onpehuBamy KOHBEPreHTHOCTH pejia T1aBHo opyhe he HaM, MOHOBO,
outu Abemosa dopmysna. OBora myra, nHTErpas he gaBaTu pej BeJIUUUHE Pena, a
npoussog A(x)f(z) he 6urn dyuxmuja mamor pena. Ilpeacrasmhiemo unrerpatmy
nebunurujy pega D(a, s). [lapuujanna cyma y A6esosoj dbopmynu Gulie

() Al)=Ya,

n<x

3a paz/imky OJ CTEHEHOr pejla, 00JACTH YCJAOBHE M AlCOJIyTHE KOHBEPICHIHje He
Mopajy outu ucre 3a /lupuxisieoB pen. Heka cojcrBa mmajy camMo peioBH KOju
alCoOIyTHO KOHBEPTUPAjy. 3aTO HAC 3aHUMa U Ta 00JacT. JeInHO CBOjCTBO KOje HAM
je moTpebHO CBYIA je X0J0MOPMHOCT U OHO HE 3aXTeBa AICOYTHY KOHBEPIEHIIH]Y.

Teopema 6.7.1. 3a pen D(a, s) u dbynknujy A nedunucany ca (*), mocroju abennca
KoHBeprenmuje og := inf{oc € RT|A(x) = O(z”)} raksa na pea D(a, s) koHBeprupa
3a R(s) > ¢, auBeprupa 3a 0 < R(s) < oy u na obaactu N(s) > 0( BayKH jeHAKOCT:

D(a,s) = 3 %:5/100 A(t)dt

ns ts—l—l
n=1

Jlokas. IlpernocraBumo Ja pes KOHBeprupa 3a ueko s, R(s) > 0. Heka je bynkmnuja
B nedunncana canaro kao A:
[y— an

n<x

[Tomrro B(z) xouseprupa ka D(a, s) kaga x — +00, umamo B(z) = O(1). AbesoBom
dopmysiom ce gobuja:
an

A)=> an=> —n® = Ba)a” - /1 ’ B(t)st*'dt = O(2*) — /1 ' O(st*~V)dt

n<x n<x
[lo semu 3.3.2, unrerpar je pega O(x®). Hakie, mobujamo
= A(z) = O(z°) = R(s) > gy

Konrpanosunujom ce 3akspydyje ma ako Baxum 0 < R(s) < oo oHma pex He
KOHBeprupa y s u nuje nedunucan. Ocraje HaM J1a TOKazKeMO J1a 3a ¢Be s, R(s) > oy,

w > 0. 3a TakBo s, umamo A(z) = O(z*°),

B(z) = %:M+s/xA(t)dt—(’)(x_e)—i-s/m(’)(E)dt:

ns xrs ts-l—l o ts—i—l

pesr KoHBeprupa. Heka je € =

n<x
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=o(1) +s /j O(t™'7)dt

[To Teopemu 3.3.4, uaTerpaJt je KouBeprenTan. [lomTo je pa3inka wHTErpaJia u cyme
pesnuune o(1), KOHBeprupa u pej. H

CBaku pen mMa H cBOjy abcmucy amcosyTHe KouBeprermuje. To je BepTuKamtHa
npaBa ca OCOOMHOM Ja JIeCHO O The PeJl KOHBEPTHPA AICOTIYTHO, a JIEBO Ol Hhe He
KOHBEPIrHpa alcoJdyTHO. 3a IbeHo oapehnBame morpedHa HaM je caeaeha mapimjaana

cyma:
A*(x) =) |ag|

n<x
Teopema 6.7.2. 3a pen D(a, s), moctoju aberuca ancoiayTHe KOHBEPreHIrje o =
inf{oc € RT|A*(z) = O(x?)} raksa na pex D(a, s) KoHBeprupa ancoayTHo 3a J(s) >
01, 1 He Kouseprupa amncoayTao 3a 0 < R(s) < og
Jlokas. Abcrmuca kouseprenmuje pega D(c,s), ¢, := |a,|, je ynpaBo ;. Hexka je
o = R(s). Ilo uperxoanoj reopemu, pej

s

.y . c
n n
D=2 =Dleo)
- =1
KOHBepTHUpa KaJl I'oj je o > 01 U JuBepTrupa Kaa Kor je 0 < o < 07. O

Teopema 6.7.3. 3a cBaku pen D(a,s) Baxu 0 < gy —op < 1.

Jlokas. (1) o1 > op:

<3 Jau| = A°(2) = A(x) = O(A*(2))

n<x n<x
(2) 01 < 09 + 1: 3a npoussosbHo € > 0 uMamo ng u ¢ > 0 TakBe 12

Ar(z) =) laal =) |A(n) = A(n = 1)| =Y O(n™*) <

n<x n<x n<lx

<0(1)+ Z c-n%" < O(1) + (x — ng)ea®™te = O(x70t11e)
no<n<x

]

Teopema 6.7.4. 3a npouspo/bie pearne € > 0 u o < 7, pex D(a, s) KOHBeprupa
yHEI(OPMHO Y YHYTPAIIILOCTH YTJIA:

U={seClarg(s — o9 —¢) < a}

Osy meopemy y 06om obaury npeu je sanucao Hepon [4]
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Joxas. Heka je s € U m h := s — 09 —e. Heka je 0 = R(s) —op + ¢ = R(h) > 0.

- h
113 nocraske HMaMo 1a je ommoc A < L
g COs &«

CyMy 3a TA4Ky O + €:
Pyp— a/n
B(z) = E p—v

n<x

orpannyer. ledpuHUIIIMO mapIujaaHy

®yukuuja B(xr) KOHBeprupa:

lim B(x) = D(a,00 +¢) = lim sup|B(t) — B(z)| =0

3a pexn D(a, s) umamo:
an _ B(z) * B(t) “ B(t)
Z Z n0'0+5 nh o $h + h/1 th+1 St = ( ) + h/1 th+1 dt

n<z n<z
< B(t
= D(a,s) = h/1 thil) dt

Cajta MOZKEMO Ja HPOIEHUMO KOJHUKO Op30 peji KoBeprupa Ha objactu U:

)D(a,s)—zns ‘h/1 B(>dt—h/lxi(+tl)dt—3(x) _

h+1 h
e t T

:‘h/ B®) B(fﬁ)‘:

th+1 h

< B(t) < h
_ ‘h/z ot — Bl )/x ] =
*B(t)-B > |B(t) — B(z)|
= < —— dt <
‘h/x th+1 d ‘ Cosa/ to+1 dt <

o /OO SUPy~ o |B(t) B B(I)|dt _ SUD;> ¢ |B | /
ta+1

~ cos tot+l Cos v

_ supy,, |B(t) — B(x)| 1 - SUp,., | B(t) — B(x)
COS & to CcoS o

[Tocsiegmu n3pas He 3aBUCH O S, MITO 3HAYM J1a 04a0Up Tavyke S Hehe yTHUIATH HA
Op3uHY KOHBEpPrUpaiba pejia. O

3a xosomopduoct upuxieosor peja nuckopuctuhemo BajepurrpacoBy Teopemy
KOja TJIacu:
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Teopema 6.7.5. BajepmrpacoBa Treopema. Heka je f,, nu3 koMminiekcHux pyHKIH]a.
Axo je cBaka o mux xoaomopdHa Ha orBoperoM ckyny U C C u ako Ha CBAKOM
koMmakTHOM mofckyny K C U uu3 (f,) yuudopMHO KOHBEpTrApa Ka HEKOj KOMILIEK-
canj yukuju f, onga:

(1) je f Taxohe xonomopdua dyuknuja va U n

(2) 3a cBako k € IN Hu3 f,ﬁ’“) yrndopmuo xkonseprupa ka f*) na cBakoMm KoMmak-
THOM mojckyny K C U.

Teopema 6.7.6. Pex D(a, s) je xonmomopdna dyuknuja mo s Ha obaactu R(s) > oy
n 3a cBako k € IN paxku:

- anp\Inn k
DW(a,s) = (-1)" > —”(23 )

n=1

Joxas. Ceakn xoMmmaxTan moackyn K C {3 S C!%R(s) > ao} ce HaJIa3u y HEKOM
yriay onucanoM y lleponoBoj Teopemu 3a Heko «. [Ipema Tome, jimmec

D(a,s) = lim f,(s) 3a ful(s) == ” 4

n—00 pry 725
KOHBeprupa yuudopMuo Ha cBakoMm K u, o BajepmrpacoBoj TeopeMH, OH je XOJI0-
mMopdua dyHKIHja jep je cBaka dyHkuuja f,, xomomopdna (Kao 36up KOHAYHO MHOTO
xosiomopduux dyuxuuja). [Homro je csako f, xosmomopduo, k-tu u3zsoy dyukiuje
frn MOKEMO 10OUTH KAO 30Up k-TUX M3BO/A CBUX FHET'OBHUX UJIAHOBA:

d* “dFa; = ai(—1nd)”
rrURD By oD D

[TonoBo, mo BajepmTpacoBoj TeopeMu, UMaMo Jia je

Teopema 6.7.7. JemuacrBenoct. Heka cy D(a, s) u D(b, s) nBa Jupuxieosa peja
ca KoHadHOM abcrmcoM KoHBeprennuje. Axo Baxu jeanakoct D(a,s) = D(b, s) 3a
CBE S Ca JOBO/LHO BEJIWKUM PeaJHuM JeI0M, OHJA 3a ¢cBako n € IN Baykm jeHaxocT
an = b,.

Joxas. lpernocrasuhemo cymporso. Hexka je ¢, = a, — b, u H(s) := F(s) — G(s)
Jlupux,jieoB peJji ca KoepUIMjeHTUMa, ¢, KOjJU je ujieHTUu4KY jeHak nysau. [lo reopemu
6.7.3, mocroju o7 > 0 TakBo Jga pen H(s) KoHBeprupa ancoayTHo 3a cse R(s) > o.
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Tpeba ma mokaxkemo ma je ¢, = 0 3a cBako n. AKO NpPeTIOCTABAMO CYIIPOTHO,
IIOCTOjU HAjMarbe M TaKBO Ja ¢, # 0. llomro je H(s) = 0 3a cBe R(s) = o > oy,

BaxKu
c C
m n
0=—+ E —
moe ne

n=m-+1
= |em| = m? i Sl <me i —|Cn‘ =mim? ! i —|Cn| 1
m nel — ne no1 no—o1
n=m-+1 n=m-+1 n=m-+1

CraBumo A = o — o1 > 0:

|lem| < morm? Z n"l n’\ < m7tm? Z

n=m+1 n=m+1 n"l m_'_l)
m* = el m?
=" g Sl ™
(m+1)A " n;rl not (m+1)) 0

[To pnedpununuju 3a o1, oBa GeCKOHAYHA CyMa KOHBEPIUPa U 3aTO IOCTOJU KOHCTAHTA,
Cy. Omna we 3aBucu ox \. Ilomrro je A mpon3Bo/pHO HMAMO:

A A

Gy =Cp lim ——— =y 0=0

lem] < lim m
A—+oo (m 4 1)

A=too \ (m+ 1)

Jlobunn ¢cMO KOHTPAIUKIHA]Y: ¢, = 0. [

Cneneha Teopema je anamor IlpuHrcxajMoBe Teopeme 3a CTeleHe peaoBe Koja
[JIACH:

Teopema 6.7.8. IIpunrcxajmoBa teopema. Axo dynkumja f(z) = Y > a,z"
UMa PaJIMjyc KOHBEPreHIMje T U CBY KOePUIIMJeHTH CYy HEHEraTUBHU PeajiHu OpojeBu:
a, > 0, tana dbyuxuja f(z) nma cuHryIapuTer y z = r.

360r nmpecankaBama 2 = € ° TadKa ' Ce CJUKA y 0g IIITO je IPaHUIa KOHBEPI'eHT-
noctu 3a /lupuxieose penose. Mmamo JlangayoBy Teopemy:

Teopema 6.7.9. JlanmayoBa Teopema. Axo cy cBu koedunujentu pega f(s) =
D(a, s) neneratuBHu peasinu 6pojeBu, onia dbyHKnuja f(s) WMa CHHIYIApUTET Y
IIPECEKY peaJsiHe 0ce U abCIUCe KOHBEPIeHIIUje.

Zloxas. TlomTo mocmaTpaMo camo MmoJiypaBaH ca MO3UTHBHUM PEATHUM JI€JIOM, TTPeT-
noctaBuheMo Jia je o9 > 0 1ITo 3ampaBo He yTHYE Ha JIOKA3.

[Tpernocrasuhemo cynporno. Ako je dyukuuja f(s) perynapha (aHagiuTHuKa)
y § = 0g, OHJA IIOCTOjH HEKa OKOJIMHA TadyKe 0y y K0joj je f xomomopdHa, penumo
pamujyca €. Ilo Teopemu 6.7.6, f je xonomopdua u va R(s) > 0o. Caean na je
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paJijyc KOHBEPreHImje y Ta4Kn 0 = 0o + € He Mamu o1 £v/2 > . Jobujamo ma
TejropoB pa3soj dyukimje f y Tauku o jAepunuine Ty pYHKIUJY U Y HEKO] TAYKH
eBo of1 abcrmce, pemaMoy 0 < o/ =0 —§ < g 3a e < < £/2:

N (50
f(a)—f(0—5)—;)T—
L (=6)" o= g (— Inm)" (0lnm)"am

[TomTo cy cBU cadbupiiu y 0BOj ABOCTPYKO] CYMHU TMO3UTUBHU, OHA KOHBEPTUPA ATICO-
JYTHO 1 6e3yCJI0OBHO I1a MOYKEMO 3aMEHUTH MeCTa CyMaMa:

, = (6 Inm)" 5lnm
o) =33 e 5 e 52 (Gl

m=1 n=0
= a . a =«
_ om dlnm __ omo 6 mo . o /
= e —Zmam —ngé—D(a,a 0) = D(a, o)
ro 6u 3uaunno na pex D(a, s) kouseprupa y s = o'. Kourpaaukiuja. O

Cge oBe Teopeme y3ere cy n3 Xap/ujese Kbure [4] y K0joj cy JoKazaHe 3a Ol-
mre JlupwxsreoBe pegoBe. 3a j0ka3e OBUX TeopeMma 3a ominre J[upuxjeoBe pemose
KOpHCTH ce ADesI0BO HapIMjaJHO CYMHPAme KOje CMO CIOMEHY/IH Y eJIeMEeHTapHOM
neny (OHA] MAEHTUTET KOju ce nobuja Kajaa cy obe dbyukmmje u3 kiaace o).
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6.8 Teopema o mpocTum OpojeBUMAa y apUTMETUYIKO]
IIpPOrpecujun

[IpesncraBuhemo camo rpy0y wmjejy mokasa. llormyn jgoka3z ce moxke nahwm y
AnocronoBoj kmu3u [11] Koja Baxku 3a jeqHy o1 HajOOJbe HANMCAHUX KEHUTA U3 Te
00J1acTH MaTeMaTHKe.

JlupuxJjie ca CBOjuM peJIOBUMAa HHje YCIIEO JIa JI0KayKe TeopeMy O IIPOCTUM Opo-
jeBUMa, ajuM je yCIeo Ja UCKOPUCTU CTPYKTYPY THUX PeIoBa Jia JIOKazKe 13 CBAaKa
apuTMeTHIKa Mporpecuja a + nb caap:ku 6eCKOHATHO MHOTO TPOCTHX GpojeBa (ako
cy a u b y3ajamuo npoctu) [10]. Cerumo ce na je OjiepoB mpousBoj NpBOGHTHO
6uo camo OjuiepoB J0Ka3 J1a XapMOHUjCKa CyMa MPOCTUX GpojeBa quBeprupa (Imro
MMIUIMIMADA JIa WX HMa OECKOHAYHO MHOTO). 3a HeroB J0Ka3 Huje Oumia nmorpebna
HUjeIHA KOMILIEKCHA Teopema. Ha wcru maunmn kao u Ojaep y TOM CBOM JIOKa3y, W
Hupuxiie je npumenno OjaepoB MpON3BOI HA CBOje L-peoBe 1a JT0KarKe CBOjy Teo-
pemy. Pegosu L(x,s) cy obuun Jupuxieosu pegou D(y,S) ca HEKUM JOJATHUM
ycaoBuMa 3a dupmxieoB kapakTep Y. 1o cy:

(1) na je y mormyHo MyJTHILTHKATHBHA (1a 6u Morao jga ce npuMenu Ojiepos
IPOU3BO/I)

(2) na je x nepmommaHa ca nepuoaom k (1a Ou ce M3IBOjUIIE KIace KOHTDYeHIje
o Momyay k)

3a HeKO (DUKCHO k HCIOCTaB/ba ce Ja TAKBUX KapakTepa uMa tauno ¢(k) (Ojreposa
¢ dyukmja, 6poj GpojeBa y3ajaMHO MPOCTUX ca k) aKO 3a CBAKH O TbHX BAKU

)L (nk) =1
\x(n)!—{()? B

Jean o THX KapakTepa ce 30Be mpumutuBaH JIupuxiaeos kapakTep (o) peaa
k. U 3a mera Baxku Xo(n) = |xo(n)] > 0 3a cBako n. Ha wmctu maunn kao u y
reopemu 7.0.2 nokasyje ce ma pea L(xo,s) uMa jemnaH mpocT moa 'y s = 1, 0K ¢y
CBU OCTAIN L-penioBu ca HENPUMHUTHBHUM KapakTepuma xosomopduu Ha F(s) > 0
(abcnmca koneprenmnuje je 0). Fbyman je y cBojoj Kmusu [9] objacHHO Kako Ha jeji-
HOCTABAaH HAYMH MOYKEMO Ja MCKOPHCTHMO .JIaHIayoBYy TeopeMy & MOKarXKeMo J1a
Hujenan L-pes HeMa HYJy v Taukn s = 1. Maeja caja je Ja HCKOPUCTHMO TO MITO CY
KapakTepu JIMTHEAPHO HE3aBHUCHU Jla HAIIPABUMO JIMHEAPHY KOMOMHAIMjy (PyHKIM]ja,
In L(x, s) Tako ma octajy camo koedurmjenTn u3 opeljere Kaace KOHIPYeHIHje MO/I-
yna k. Tlormrro In L(y, $) camo 3a X = Xo MMa CHHTYJIapUTET y HYJIM U OBa JWHEapHa
KOMOMHAIMja UMa CHHTYJApUTeT y HyJIu. Kako y jsoraputmy L-penoBa Koeduiim-
JEHTH IOCTOje caMo 3a cTeleHe MpocTuX OpojeBa, J00MjaMo Ja MOJHU3 YJIAHOBA KOjU
y OBOj JIMHEAPHO] KOMOWHAIMjU HM3a3uBa JMBeprupame y s = 1 upejcraBba 3a-
pPaBoO XapMOHHUJCKY CyMy TpocTux OpojeBa u3 ojpebene kyiaca KoHTrpyeHImje mo
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Moyay k. /lobujamo 1a 3a cBaKy Kjacy KOHI'PYEHIIHje MOY/Ia k XapMOHHjCKa CyMa,
npocTux OpojeBa W3 Te KJace JUBePTHpa U, MpeMa TOMe, TAKBUX MPOCTUX OpojeBa
uMa OECKOHAYHO MHOTO.

Y caenehem nornas/by HaBemthemo u jokaszahemo cBojcTBa Koja Pumanona (
dyHKIHja Mopa j1a nMa Ja OMCMO MOIVIM /2 JOKayKeMO TeOpPeMy O ITPOCTUM Opoje-
BuMa. Fbyman Takohe obOjammaBa Jia je Ha MCTU HAYMH MOryhe JIOKa3aTH Jla CBU
Jwpuxmieosn L-peoBu Takohe NMajy cBa Ta CBOjcTBa. 300T TOra BayKW W jaun 00JIUK
JlupuxjieoBe TeopeMe 0 IPOCTUM OpOjeBHUMA Y apUTMETHUKO] IPOTPECH]H:

Teopema 6.8.1. Jaunm o6auk Teopeme. Hexa 7, ,(xr) o3nagaBa 6poj mpocrux
opojesa p ue Behux ox x Taksux ma p = a( mod n), a p(n) 6poj OpojeBa y3ajaMHO
IPOCTUX €A N U Mawbux o n. Taja 3a £ — +00 BaKu aCUMIITOTCKA JeIHAKOCT

T

Tenl) ™ )






7

Teopema o gucTpubyInju IIPOCTUX
OpojeBa: goKa3

[Tourro ce oBe paju o npoctuMm OpojeBuma, TpBo hemo BujgeTn Kako 1o Ojiepon
IPOW3BOJ CIIyIITa Joraputme Inp y koedwurujerre. 3a TO HAM je JOBOJHHO J1a TMOC-
MaTpamo Hajjegnoctasuuju Iupuxsaeos peqn, PumanoBy 3era dyHKIHUjy:

Ojs1epoB TPOU3BO/I HAM KazKe:
1 =1
=3 =TI
n=1 p k=0
Pexknn cmo panuje 1a HaM je ujeja Ja oBaj wiaeHTHTET Judepennupamo. V3Bon jieBe

CTpaHe ce JIaKO HaJIa3H1:

—lnn

((s)=D'(1,s) = Z = —D(In, s)

nS

n=1

3a mecHy cTpaHy Omulie HaM JakIle Ja CBAKH WIAH y MPOU3BOAY MPEJICTABUMO Kao

byukmmjy:
1
Gls) =D~
k=0 p

Kao kaja TpaxkKumMo u3B0J MPOU3BOIa HEKOIUKO (DYHKIIMja 1 caja hemo ynmorpeburu
HEIITO IITO JINYM HaA:

(%) %(ﬁ(s)b(s)...fn(s)) _ (ff(s)Jrfé(s)er+ a0

fils) — fals) fn(s)

61

) (£ fals)-w-Fals)
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IlomTo je (, yjenno u crenenn pej, 3a Halaxeme Koedbunujenara peaa ¢)(s)/C(s)
JIOBOJBHO je J1a 100pOo Mo3HajeMO OOMYHY KOHBOJIVIIH]Y KOja €€ UCI0J/baBa Y CTEHEHUM
peIoBUMAa U reHepaToOPCKUM (PyHKIHjaMa:

Kana nmocraBumo cBe 0BO y UJIEHTHTET OJ MaJIONpe 100ujaMo:

<ZZ lnp) (1,s) = —=D(In, s)

p k=1

& (Z ln—f)D(]l,s) = D(In,s) (xx)

k
pk>1 p

YVipaBo cMO 3aHEMapu/In TO Ja UMaMO OECKOHAYHO MHOTO (DYHKIU]ja KOje MHOYKHUMO
3a pas3juKy OJ[ WJeHTUTeTa (%) KOjU X MMa KOHAYHO MHOTO. 3aT0 HE MOYKEMO
Ja TBpauMO Ja jenHakocT (**) Baxkum. OHa HaM BHIe CJIyKH JIa HAM CaMo Jia
uaejy, a jeIHakocT heMo onpaBaaTH UCIUTHBAEM Pea KOjH CMO JOOWIN Y CyMU U
HCITUTHBAIHEM KOHBOJIYIIH]A.

>I<>I<)

Osa cyma u3 (**) je 3anpaBo AMpHUXJIEOB peJl ca KoedHuujeHTnMa:

Inp, n=p">13anexok >1
A(n) =
0, nHAYe

OBa dyHKHja ce jour 30Be mpBa MauroaroBa dynkmuja. TaybepoBcke Teopeme
ou 1ane wHGOPMAIU]y O pacTy mapimgjaane cyme MaHroarose ¢dpyHKIHje:

= ZA(n)

n<x

Koja ce jorr 30Be u gpyra HeburmessbeBa dyuknuja. [Ipumernmo Besy usmely
e YeburesspbeBe PyHKIH]E:

:ZA(n): Z lnp:iz:lnp ZZlnp 219

n<x 1<pk<z k=1 pk<z k=1 p< f
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Kako je 3a cBako k > log,z, 9(¥/x) < ¥(2) = 0 cymy MOKEMO OrpaHUYHUTH Ca
KOHAYHO MHOT'O 4YJIAHOBA:

[log, x| [logy 7]

Yla)= Y I(Ya)=0@) + (V) + Y (V)

[TomTo je v Heomanajyha dpyHkIuja BaKu HEjeIHAKOCT U OIEHA:

[logy ] [logy ]

> W) < Y 9(x) = O(na)i(Vx)

Pesynrar u3 exemenrapnor gena, ¥(x) = ©(x), gaje orneny:
Y(z) = 9(z) + 9(vVz) + O(lnz)d(z) = J(z) + O(Vz) + O(lnz/z) =
— 9(x) + O(V3) = D(z) + o(9(x))
= P(x) ~ J(x)
= P(x) =O(x)  (xxx)

Jlobuin ¢MO ¥ JIpYTH €eKBUBAJIEHT TeOpeMe O JIUCTPUOYIIHjU TPOCTUX OpojeBa, yrpano

OHaj KOju hieMo JI0Ka3aTu:
x
(xxxx) ()~ <= )~z <= 7(x)~ s
nx

Jakse, mpBa Manroarosa gpyHKIja ce jaB/ba Kao HU3 KoepUIlHjeHaTa pe/ia Koju
cmo gobuan HedpopmaaauM gudeperiupamem OjIepoBor Mponu3BoIa;

®(s)- D(1,s) = D(ln, s)

AT(:) = D(A,s)

rae je  P(s) = Z
n=1

Jobujamo uaejy:
Teopema 7.0.1. Ax1 =1n

/loxasz. Tpeba na joxakemo

Z A(d) =Inn

din

[Toueliemo gokaz of dakropusanuje 6poja n: n = pi'py?...pit. Iomro je A(d) =0
KaJl rojl d HUje CTeleH MPocTOr Opoja, MOKEMO 3aIUCATH:

D AD) =) ARY

dln pk|n
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A, y3 dbakTopusamujy 6poja n, TO je Jasbe jeTHAKO:

SO AR =3 Y A = > aulnp, =l

i=1 pkn i=1 k=1
[]

Hasbe, uz () = O(x) ciaean na je abcuuca koupepreunuje peaa D(A, s) jejnaka
1. IIro 3maun ma na obsactu R(s) > 1 Bayku naeHTHTET

u cBe TpU PyHKIMje cy XoaoMopdHe u JepuHUCaHe CBOJUM PEJIOBUMA HA TOM CKYIY.

Jla 6ucmo nobusim mHMOpPMaNKjy O aCUMITOTCKOM pacty jpyre Yebuiies/bene
dyukimje, uaeja je ma na ¢ mpumenumo TaybepoBcky Teopemy HaJMK Xap/u—
Jlurasynosoj. Ilomro cy aberuce cse pu dyuknuje (P, ¢ u (') jeqnake 1 u cBu
KoeUIInjeHTH cy HeHeTaTUBHU, 3aKJbYIyjeMO Ja Cy cBe Tpu (PyHKIHje X0I0MOopdHe
ua R(s) > 1 u ga umajy cunryrapurer y Taukn s = 1. Jlako hiemo gobutu u ma je
taj cunryiapurer y ® npoct o, ogakie no Bunep—1kexapunoj Taybeposckoj Teo-
pemu ciaenu Ja je () ~ x 1 THMe CMO JI0Ka3 pUBeTY Kpajy. MebhyTum, Ta Teopema
3axTeBa jefan qoparhu, Taybeposeku yeiaos. To je ma, kaja ce npesese, (s — 1)P(s)
Oyme xonomopdua dbyHKIMja Ha 1eJ0] 3aTBOpeHoj noaypasau R(s) > 1. la 6u
Taj yca0B OMO UCHYIbEH, TOTPeOHO U JTOBOJBHO je Ja JoKarxkKeMo 1a je PumanoBa 3eTa
dyukimja xojg0MopdHA HA UCTO] TO] HMOJYyPABHU U Jla HA TOM CKylly HEMAa HYJIE.
[Torpeban HaMm je Hu3 caeaehux Teopema:

Teopema 7.0.2. ((s) ce mepomopdno upomupyje va R(s) > 0 ca jeaHum npocrum
moaomMm y s = 1.

Jloxas. Uneja je na ce HampaBu pej KOJU MpEACTaB/bha PA3JIHKY OBe JBe (DyHKIIHje
TaKo H_ITO ce nmpumenn AGesoBa dopmyna 3a ((S) u maprujagHa HHTErparuja Ha
anany —. 3a f(s) > 1 mvawmo:

1 1 < dx < |z <
C(S)_s_l—nlg_/l ;_3/1 Fd$_<_1+s/l xs+1dx>_
z— 2],
:1—5/1 gy de =1— Z/ xs+1 dx—
o0 1 n+1 ns
=1 — — d
DI AR F=t
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[Tocneaman uzpas je JdupuxjieoB pes ca HO3UTUBHUM PEATHUM KoedHUIUjeHTUMA:

n+1 s n+1 s
n n 1
an:/n (m—LSJ)xS+1d$</n 1'ns+1dmzﬁ

Haxme, > . a, = O(Inx) u omatie abcuuca Kopeprennuje (yCI0BHE U AICOIyTHE)

HOBO00OMjeHOr pena je og = 0. Jlakie, pasnuka Gyaknuja ((s) u s—% je pen koju je
xosiomopdan Ha R(s) > 0. O

Teopema 7.0.3. ((s) nema nys1e Ha R(s) > 1.
Jlokas. Ha ckymy koju ucruryjemo, (s) ce MOXKe IpeICTaBUTH y OOJIUKY MPOU3BOJIA:
00 " 1
o =112r"=1l1=0=
p k=0 P p

Suamo ma he npou3Bo yBek KoHBeprupaTu. Ajin, JjorapuraM mpon3Boaa e KoHBep-
ruparty ako u camo ako je ((s) # 0, jep ce joraputam He MOXKe 1eDUHHCATH jeHHO
y HYJHU. Y3MHMO JIOTAPUTME:

n¢(s) ==Y In(l—p~*)

CBak® WIaH y CyMH MOXKEMO Jia MPOIeHUMO pBUM diaaHoM TejimopoBor pa3soja y
jeuHUM momTo Hu3 1 — p~° KOHBeprupa jeIMHUIM KaJla p TeXKN OeCKOHATHOCTH:

In(1-p*)=0@p)

Canano Kao u upe, Beauko O MOKeMO H30AIUTH U3 CYyMe:

incs) = 0( X r) < 0( Ln) = 0t = 01

JlakJjie, jiorapuTaM je OIrpaHuYeH W IIPOU3BO/] HE MOXKe J0CTUNU HYJIy. L]
Teopema 7.0.4. ((s) mema uyse Ha npasoj R(s) = 1.

Jlokas. Mepmencos doxas. TlpernocraBumo ja ((S) uma Hysly y HEKOj TauKu S =
1+t 3amexkot > 0 pema > 0 u myny pera v > 0y taukn s = 1 + 2it. 3060r
cumerpuje (300r peamnunx koedwunujenata pega (), ucto hie BaXKUTH W 32 Tavke
s=1—4tuns=1-—2it. Ilomro n3BoaN cMamy]y pea HyJIe 3a 1, a pea mojaoBa
noBehasajy 3a 1, dyukiuja ¢ he umaTu camo mpocte MOJIOBE W TO Y TaYKaMa, T/
¢ uma nyje u nojioBe. Tocy s =1, s =144t u s =1 —4t. Jou, ocrarak y mnojy
pera | y u3Boay je tauno —[ myta Behu. 3arto, ¢ uma nemobpojue ocraTke y cBOjuM
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IOJIOBUMA KOjH TIPeJICTaB/bajy pen Hyne ¢ dyukiuje (moMHoxken ca —1). Ako ¢ nma
Hyay pena h (h Moxke GUTH M HEraTHBHO, aKO je y MHUTAamy I0J, a He HyJa), Taj
ocrarak 3a ® je —h. Baxun:

lim e®(l1+¢)=1

e—0t

lim e®(l+eLit) = —p

e—0t

lim e®(1 +¢e £ 2it) = —v

e—0t

Cymupajyhu ciaenehu maenTuTer
2./ 4
Z ( )nirt _ (nfir/2 + nir/2)4 >0
2471
r=—2
110 cBuM GpojeBuMa n ca HeHeraTHBHUM TexkuHama A(n) mobuja ce HejeTHAKOCT
- 4 2 An), _, .
S(1l+e+rt) = (4 >
> (o1, ) =3 >

Koja y sumecy &€ — 07 mmmaunupa 6 — 8u — 2v > 0. daknie, = 0 u ( HeMa HyJe
Ha npasoj R(s) = 1. O

Teopema 7.0.5. O(s) — s—% je xomomopdua dyuknmjana R(s) > 1.

Jlokas. ®(s) je mepomopdra dyukImja qeburncana kao paziaomak —('(s)/((s). U3
IPETXO/He JBe TeopeMe cieiu jaa je ® xonmomopdua Ha ckymy R(s) > 1 6e3 tauke
s =1, ay roj Tauku s = 1 uma upocr noj 3a1o mwro u ((s) uMa 1o y Toj rauku. A
ocrarak 1 je oDjanrmen y npeTxoaHoj TeopeMu:

lim e®(1+¢)=1

e—0t

O

Cana mmamo cBe TOTpeOHE yCJIOBe J1a MOYKeMO J1a npuMeHnMO TaybepoBcKy Teo-
pemy. Octaso HAM je Ja U BY TOCTaBUMO U joKaxkemo. [Ipe me 3anucahemo jeqny
JeMy.

Jlema 7.0.1. Axko je f(x) neonagajyha nenerarusua peanna GyHknuja neduHncana

na [0, +00) u uHTErpa .
/0 (f(t)e_t — 1>dt

KOHBEDPIeHTaH, OHJIa BazKi aCHMITOTCKA jegHakocT f(x) ~ e” npu x — +00.
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oxas. pyrum peanma, Tpeba na gokaxkemo jaa uarerpany f(t)e " —1y 6eckonau-
HOCTU TEXKH HYJH IITO je HeKAKO MHTYHTHBHO jep MHTerpaJ KoHBeprupa. IIper-
nocTaBuMo cynmporao. Heka mocToju meka KonctanTa A > 1 TakBa jia je y TPOU3BOJHHO

Bes KM Taukama o, f(z) > Ae® (taksa ma limsup f(t)e”" > A > 1). Tlomro je f
t—+oo

Heonaiajyhia, Ha menom uaTepBaty (z,x +In\) dynkuuja f je He Mama o Ae”, na
TMAMO:

/erln)\ (f(t)e*t - 1>dt N /a:+1nA <)\ex€*t - 1)dt i /achln)\ <)\67(t—x) _ 1>dt =

In\
:i/ (Mﬂ—wyu:A—1—mA>o
0

Camgno, ako mocroju A < 1 ta. je f(z) < Ae® y npousBosbHO BeJUKUM T (JaKJie,
liminf f(t)e™" < XA < 1) mmamo ga je na unrepsany (r + In\, z) dynknuja f He

t—+00
Beha o1 \e”, ma moHoBO MOXKeMO OIEHUTU UHTETPAJI Ca

/ (f(t)e‘t - 1>dt <1-A+InA<0
z+In A

OsBo je KOHTPaJUKTOPHO Ca TUM Ja UHTETrpaJ KOHBpFI/Ipajep HOCTOje JABe, obe IIPOU3BOJHLHO

BE€JIMKE Ta4dKe, Yy KOjI/IMa ce uHTerpaJi pa3JII/IKyje 3a KOHCTaHTY, a aKO HHTEIrpaJl KOH-

Beprupa onla U Ta pa3JIMKa MOPa TE2KHUTHU HYJIH. ,HaKJIe, lim f(t)e*t =1. O
t—+o00

[IpaBa Bunep-llkexapuna TeopeMa He TPaKu CBe OHE YCJOBE M THME je TEeIIKa
1a ce jpokaxe [1]:

Teopema 7.0.6. Bunep-lkexapuna TayGeposcka Teopema (1931.). Heka je
A(x) menerarupaa Heonasgajyha peanna dyuknuja gedunncana wa [0, 400). ITper-
MOCTABUMO J1a je meHa Jlamracosa Tpancdopmalimja

F(s) = /O T AW et

nedbunncana 3a R(s) > 1 1 J1a 1O0CTOjU HEHETATHBHA KOHCTAHTA ¢ TAKBA Ja (DyHKIH]ja

nMa mporuperse Ha R(s) > 1 kao HempekuaHa GyHKIMja. Taja BaKu aCHMITOT-
cka jeqnakoct A(x) ~ ce®.

Mu hemo jokasatu ciabujy BapHjaHTy OBe TeopeMe Koja JIOJATHO 3aXTeBa, Ja
je A(z) = O(z) u ga je G(s) xonomopdHA, a He caMO HENPEKHHA HA 00JACTH
R(s) > 1. Tlocrasuhemo je y majio apyradujem ob/uky u 1o hie 6uru jejauna reopema
KOja YKJbydyje TPAJIUBO KOMILIEKCHE aHAJI3e.
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Teopema 7.0.7. Ananuruuka teopema. Heka je dbyukmuja f : [0,00) — C
OrpaHUYeHa M WHTEIpabuIHA Ha CBOM JoMeHy. AKo mheHa Jlamnacosa TpaHdopMa-

ja

o) = [ st as

MMa aHAJTUTHYKO Tpommperbe Ha obsact R(s) > 0, onma je ona medunncana uure-
rpajioM n y taukn s = 0. Jdpyrum pednma, nurerpan [ f(¢)dt nocroju u Konsep-
rupa ka g(0).

Jlokas. Jlawiacos unrerpaJj ounrjiesno kouseprupa 3a f(s) > 1. 3a T > 0 gedun-

UITAMO g7 = fOT f(t)e *tdt. OBa dyuxmmja je ounrieano xonomopdna ua nejaom C.

Tpeba ga moKazKeMo zlim gr(0) = ¢(0). Uneja je na speanoctu dyuknuja gr(0) u
—00

9(0) upegcrasumo KouujeBum unrerpaiuMa u nmpoueHuMo pasiauky jsa Komiujesa
uHTerpaJa.

Heka je R mpoussospHO Benko. (OpabepnMo KOHTYPY 7y Kao TPAHUIYY 00/1acTh
U={z€Cl|z] £ RuR(z) > =6}, rae je § > 0 10BOBHO MaIO (3aBHCHO
on R) tako ga ¢(s) Gyme xosmomopduo wa U. Ilomro je U 3aTBOpeH H MPOCTO
MOBe3aH CKYII, MO¥KeMo uckopuctutu KomujeBy unrerpainy ¢gpopmynay 3a obaact U
u heHy rpanuiy . Kama 6ynemo npornemusanu dbyukiumje g(s) u gr(s) y uarerpasny,
nojasuhe ce RN(s) ucnon passomMadke IpTe ¥ TO HAM CMeTa jep OHJa WHTerpaJj Huje
yaudopmuo orpannder. Te wianoe R(s) lieMO MOHUIITUTH MHOXKEEEM Ca HEKOM
JoAaTHOM (DYHKIIJOM KOja je XoaoMopdHa cBYIa U KOja je jeIHAKA je JUHUIIA Y HYJIH
(ma we 6u yrunana na Komujes unrerpan). To je dbyukuumja

U Baxu:

= 9(0)=g2(0) = (9(0) = gr(0))e”" (1+ ) - j{ (9<8>—9T<8>>€ST(1+%22) =

- 2mi s
3a mporemnBame HHTerpaJia mo Hekoj KouTypu [ kopuctuhemo cienehy mosnary
CTBap:
Axo dyukiyja s upeciukasa (0,1) y kourypy ', s : © +— 2z, uarerpas dbysknuje
h: C — C no xoutypu ' MOkeMO 3amucaT U OTPAHUYNTH HA, CJieeNn HAYnH!

‘ /F h(2)dz

< sup h(2)| / 1§/ (2)]dz = sup [h(z)| - L(T)

zel zel

/Oh(z)s'(x)dx g/o ()]s () |dz <
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rJe je MO3HATO Jia je fol |s'(x)|dx jemnako my:xunu koutype I', oGesexenoj ca L(T).
[lomro je f(x) orpamuuena, obesnexxkuhiemo Ty rpanuiy ca B:

B :=sup|f(z)]

x>0
Yeemthemo momohue koHTYpE Yy, Y- 1 Y
Y4 =7 N{R(z) > 0}
v- =y N{R(z) <0}
":={z€C||z| =R R(z) <0}

Cee Tpu KOHTYpe moBe3yjy jBe ucre tadke: s = 1R u s = —iR. Tlomro cy dpyukuje
gr xomomopde Ha mestoMm ckymy C, j1eo mHTErpasia Koju yK/bydyje g MOKEMO pady-
HATHU 10 KOHTYPH ' yYMECTO 1o y_.

PacraBumo caza KommjeB nHTErpas Ha Je/oBe:

|9(0) — g7(0)] = %j{ (9(s) —gT(s))p(s)% —
- % /7+ (9(s) — QT(S))P(S)% —I—/7 (9(s) — gT(S))p(s)% =
-5 / (9(s) — gr()p(5) > + / ol - / (a9 | <
< % [H (9(s) = QT(S))p(S)% % [y_ g(s)p(s)% + % /7/ gT(s)p(s)%

Orpannunhiemo cama genose:

B€—§R(s)T

966 =or(s) = | [~ 50| < B [T je i = Zoee 00) > 0)

oot = | [ sl <5 [ =22 s <o)
e = | T (5 + B = e 22D g =y

OBoO HaM je J0BOJHHO Jia OrpaHUYIUMO JBa o Tpu KomujeBa naTerpaJa;

< 1) s (Jos) = gr(9)] - [ots)]) <

S sEv+

‘ / (9(5) — gr(s))p(s) 2
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Be R 2|R(s)| 2B 2B
< L ReT — oy 27
<o (S SR = s () =
ds , 1
[ orowe)] < Lrysup (|oro)] - i) <
~ S se~y! S

< mRsup
sey’

Be ReT 2|R(s)] 2B 2rB
T L ReT — . i R
< R(s)] € R? ) mhsup ( )

IIpeocrao nam je unrerpaJi

!

sey

2

l FOCE= / gl (14 3 3

anju je uurerpanj nupoussos jase dynxuuje. Jeana je g(s)(1 + s2/R?)/s koja je
xosiomopdHa Ha, 7y 1 300r TOra orpaHuveHa Ha 7/, u koja He 3aBucu od T. /pyra je
e’T koja je Takohe orpanmuena ca 1 na R(s) < 0 u koja upu T' — +oo ynudopmHO
KOHBEPIUpa Ka HY/JIM HA CBAKOM KOMITAKTHOM cKyIy y mosaypasuu R(s) < 0. Coemnu
na he mpousBox oBe mBe (DYHKIHje TEXKUTH HYId Kaga 1T — 4o00.

CabupameM oleHa 0Ba TpHU WHTErpaJja J00mjamMo

1 /2rB 27B 2B
I 0) - gr(0)] < o (T2 + ) = =
msuplg(0) —9r(O0) = 527+ 3 R
Kako je R mpou3BOJ/bHO, OBO 3aBpIaBa JTOKa3. O

Teopema 7.0.8. Teopema o gucTpubynuju mpocTux Gpojena.

n
7T(TL) ~ m

Jlokas. 1lo AGenoBoj dopmynu npumemnenoj wa $(s) mmamo:

[e.9]

O(z) ==z ﬁdx

IZ_H

A, maprujaaHOM HHTErpamujoM, Kao IITO ¢MO ypaauan y Teopemu 7.0.2, mobujamo:

1 *
2_1:—1—1—2/1 xzﬂda:

Oge jBe jenmnakocTn Bazke camo 3a R(z) > 1. Ypohemem cmene z = e' gobujamo

1

CID(Z)—Z_l

=1+ z/oo (¢(et) — et)e_ztdt
0
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o je, mo Teopemu 7.0.5, xomomopdHo Ha obaactu R(z) > 1. Tpusujanno cienn

J1a je W caM WHTerpaJ
/ (w(e") — e e *dt
0

xosioMmopaH Ha UCTO] 00JaCTH. YBEIUMO CaJ CMEHY S = 2 + 1:

| (- 1)

Caja MOKeMO /1a TPUMEHIMO aHAJTUTHYKY TeopeMy jep je dYHKIHja Koja je mpeduH-
HcaHa OBUM HHTerpasioM xoromopdua ua R(s) > 0, a y ysoay (***) cmo objacuuau

na je
<w(et)

et

~1) = o)

OI'PpaHHUY€HO. Ananurryka TeopeMa Kazke Jda MHTerpa.Jl

/0 N (Wj 1)

nocroju, oxakie, no jgemu 7.0.1, nmamo ga je (e') ~ e’ jep je 1(e') meonamajyha
dbyukmuja. Y ysomy (¥***) cmo Takole ofjacHuiiu na je 0BO €KBHBAJEHTHO Ca Teo-
PEMOM KOjY JI0Ka3yjeMo:

X
W(I’) ~ m

N tume je jgoka3 3aBplieH. 0

Jemna TpuBmjaHa mocieguna TeopeMe 7.0.8 je:

Teopema 7.0.9. Heka p,, o3nauasa n-tu npoct 6poj.llpu n — co Baxmu
pn ~nlnn

Jlokas. TIpBo, nokazxumo ma Baxku Inn/Inp, ~ 1.

T n
() Nﬂiﬂ(pn) = oy

< Inn—Inp, +Inlnp, = o(1)

= Inn=Inp, +o(lnp,) < Inn ~Inp,

Caﬂa, IIPUMEHUMO OBO O0AMaX IIOCJIC IIPBOI' KOPaKa:

x Pn Pn
~N — = n) = ~ ~
() Inz m(pn) =7 Inp, Inn

& pp~nlnn
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IIap peuu o ejiemeHTapHOM J10Ka3y

Teopema o aucTpubynuju mpoctux Opojena je Ouja BeoMa BayKHA 38 MaTEeMaTHKY
jep je mIia y UpuJIor XAIOTe3H Jia mocTtoje Ayboke Teopeme. Jlyboka TeopeMa je
TeopeMa Koja HMa eJeMTapHy M KpPaTKy IOCTaBKY, ajd HeMa eJeMeHTapaH JI0Kas3.
JlpyruMm pedmMma, CBaKH HeH J0Ka3 Mopa ja Oyae Ayradak U KOMILTUKOBAH MJIH
KOPUCTH TpaHe MaTeMaTHKe KOje HHCY OYHIJIE[HO MOBE3aHEe €& CAMOM TEeOPeMOM
(ITarkc, 1993.) Tlpe nero mto ce nojaBuo goka3 Beanke @epmaoBe Teopeme, Teo-
peMa o JUCTPUOYIMjU IIPOCTUX OpojeBa je BaxKuja 3a jeJHy oJ1 Hajayb/pbux TeopeMa.
3aTo je ejJleMeHTapaH JIOKa3 TeopeMe O IMPOCTUM OpojeBrMa OO BarkaH jep je Mpo-
ruspeuno xunoresu. Y Lomadennosom pany [5] murupan je Xapau koju objanrmasa
morJie | Ha JiyOuHy Teopema y To BpemMe. ¥ Xap/iujeBo BpeMe BepOBaJIO Ce J1a ITOCTOj’
XHujepapxuja JloKka3a y Teopuju OpojeBa y 3aBUCHOCTHU OJ TOTA Koje KJjace OpojeBa ce
KOpHCTe y joKa3uMa (Ied, PeaHu, KOMIUIEKCHN). FJjeMenTapan jg0Ka3 Teopeme o
npoctuM GpojeBuma (TIOpeJT came Teopeme) JOKA3a0 je u J1a Cy eJleMeHTapHe MeTo/ie
MHOI0 MOhHHje Hero mrTo ce 0 Taja BepoBaao. HajoutHuju kopak y eqeMeHTapHOM
nokazy je CenbeproBa dopmyna cumerpuje (1948.), kojy je oH cam Ha3BAO
pyrdamenmanrom Gopmyaom:

ZA(n) Inn + Z A(m)A(n) =2xInz + O(x)

n<x mn<zx

V3 nmomoh ose dopmyiie, Eponr je jgokazao jia 0JlHOC y3aCTOINHAX HIPOCTUX OpojeBa
TeXKW jeIMHUIIH, OJaKJe TeopeMa O IpOoCTHM OpojeBuMa cjean y map Kopaxa. Jle-
TaJ/bHUjE O HACTAHKY eJIeMEHTAPHOT J0Ka3a U NCTOPHUjCKE THFHEHUIE MOYKETe TTPOUN-
ratu y Lonadennopom pasy [5], a ocaoBHe ujeje uza Cesnbeprose dbopmyse MOTy ce
nahu y Bananujesom pajy [6] u Pypkeosom pany [7]. Tamo ce 3a qokaz Cenbeprose
dopmyie kopuctu MebujycoBa uHBEp3Uja KOjy ¢MO U Mu Jgokazau. WMaeja 3a Cei-
bepropy dopMmyy j0J1a3u U3 KOMILIEKCHHX JIOKa3a TeopeMe O MPOCTUM OpojeBrma
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y KOjUMa ce YBOJH XoMorenucana YeburnessbeBa (pyHKIH]ja:

(o) = [ “(@)ds

1 1ocie joKasyje o(x) ~ 2%/2 = 1(x) ~ x. Ypobeme obe dbynknuje je ekpupa-
JIEHTHO KOHBOJIyHpaty Manronrose dbyHkimje ca camom cobom (sesa crpana Cen-
Geprose hopmyJie), a TOKA3UBaIhe aCUMIITOTCKOT pacTa dbyHKuje 19(r) je eKBuBa-
JIEHTHO HaJlazKemy ocraTka Mamer peta (O(z)) y Ceabeprosoj dbopuyim.
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